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Do studentow

Ponizsze notatki dopiero powstaja. Mozna je potraktowaé jako dodatek do wtasnych zapiskow
z wyktadow, natomiast nie nalezy polega¢ na nich bezkrytycznie. Aktualna wersja jest daleka
od zamierzonej, niektére tematy sa niemal w ogole nieopracowane, natomiast spisane czesci za-
wieraja liczne usterki, zaréwno redakcyjne, jak i merytoryczne. W zwiazku z powyzszym bardzo
prosze o nierozpowszechnianie notatek w obecnej postaci. Pragne zwrdci¢ uwage, ze istnieje wiele
fantastycznych opracowari (nie tylko w literaturze polskiej), do ktorych lektury goraco zache-
cam. Tworzac wyktad staratam sie jak najwiecej czerpaé¢ od innych, dlatego w zadnym razie nie
twierdze, ze ponizsze notatki stanowia moja wlasnos¢ intelektualng.

Wyktady te powstaly z mysla o stuchaczach studiéw niestacjonarnych I roku matematyki na
Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej. Kurs ,Elementy logiki
i teorii mnogoéci” ma na celu zapoznanie studentéw z podstawowymi pojeciami i twierdzenia-
mi dotyczacymi logiki i teorii zbiorow. Przede wszystkim powinien jednak nauczy¢ poruszac
sie wérod fundamentéw matematyki, ktérych opanowanie jest konieczne do dalszego zglebiania
tajnikow krolowej nauk.

Czesé 1. Elementy logiki
1.1. KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN

Definicja 1.1 (Zdanie logiczne). Zdaniem logicznym nazywamy zdanie, ktéremu mozemy przy-
porzadkowaé jedna z dwoch wartosci logicznych: prawde lub falsz.

Przyklad 1.2. Zdaniami logicznymi nie sa zadne z ponizszych:
Nie idz dzisiaj na wyktad, chodz na piwo.

Kiedy jest wyktad?

Poszedibym na piwo.

Przyktad 1.3. Rozwazmy nastepujace zdania:

(a) Jezeli Ksiezyc jest zielony, to Warszawa jest stolica Polski.

(b) Jezeli Warszawa jest stolica Polski, to Ksiezyc jest zielony.

(c) Jezeli Warszawa jest stolica Polski 7 koale rozmnazaja sie przez paczkowanie, to Ksiezyc jest
zielony.

Zdania (a) i (c) sa prawdziwe, natomiast zdanie (b) jest falszywe.
Uzyjmy nastepujacych skrotow:

p — ,Warszawa jest stolica Polski”,

q — ,Ksiezyc jest zielony”,

r — ,Koale rozmnazaja sie przez paczkowanie”.
Wowczas zdania (a), (b) i (¢) mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(a) ¢ = p,
(b) p—gq,
(c) (pAT) = q

Przy takim zapisie powyzsze zdania staja sie tylko ciggiem symboli. Rachunek zdan pozwoli
nam precyzyjnie opisywac schematy wnioskowania i zdania ztozone oraz ocenia¢ ich prawdziwo$¢.
Niech V = {p,q,r,...} bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych.

Definicja 1.4 (Formuta rachunku zdan). Formuly rachunku zdan definiujemy w nastepujacy
sposob:

(i) Kazda zmienna zdaniowa jest formula.

(ii) Jesli p jest formuta, to —p (negacja) jest formuly (czytamy: ,nieprawda ze p”).
(iii) Jesli p oraz ¢ sa formutami, to (p — ¢) (implikacja) jest formula (czytamy: ,jezeli p, to ¢”).
(iv) Jezeli p oraz ¢ sa formulami, to (p A q) (koniunkcja) jest formula (czytamy: ,p i ¢q”).
(v) Jezeli p oraz ¢ sa formulami, to (p V q) (alternatywa) jest formuta (czytamy: ,p lub ¢”).
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(vi) Jezeli p oraz ¢ sa formutami, to (p <> ¢) (rownowaznosc¢) jest formuty (czytamy: ,p wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢”).
(vii) Nic innego nie jest formutg.

Wystepujace powyzej symbole =, —, A, V, <> nazywamy ogdlnie funktorami zdaniotwdrczymi
lub po prostu spdjnikami. Dla czytelnosci zapisu bedziemy pomijaé niektére z nawiaséw wedtug
nastepujacej konwencji:

(i) pomijamy zewnetrzne nawiasy,

(ii) koniunkcja i alternatywa wiaza silniej niz implikacja i rownowaznosc,
(iii) koniunkcja i alternatywa sa laczne,
(iv) negacja wiaze silniej niz ktorykolwiek z pozostatych spojnikow.

Przyktad 1.5. Formutle ((p ANq) = (rV ﬁp)) mozemy zapisa¢ w postaci pA g — 7V —p.

Przyklad 1.6. Formulami sg nastepujace napisy: —(p <> ¢) A's, =—p, pV ¢ V r. Nie sg nimi
natomiast zadne z nastepujacych: = A p, p—q, (p — q)).

Oznaczmy prawde symbolem 1, natomiast falsz symbolem O.

Definicja 1.7 (Wartosciowanie formut). Definiujemy wartosciowanie zmiennej zdaniowej p w
nastepujacy sposob:
1, gdy zdanie p jest prawdziwe
v(p) == 0 oy zdamie b i
, gdy zdanie p jest falszywe

Pojecie warto$ciowania rozszerzamy na zbiér wszystkich formul zdaniowych w nastepujacy
sposob:

(i) Negacja —p jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem falszywym.

(ii) Implikacja p — ¢ jest zdaniem falszywym wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem praw-
dziwym oraz ¢ jest zdaniem falszywym.

(iii) Koniunkcja p A q jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p oraz ¢ sa zdaniami
prawdziwymi.

(iv) Alternatywa pV q jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej ze zdan
piq jest zdaniem prawdziwym.

(v) Rownowazno$é p <+ ¢ jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p oraz g maja
taka sama wartos$¢ logiczna.

Powyzsze stwierdzenia mozemy zapisaé za pomoca nastepujacych tabelek:

pl-pl [=]0]1] [AJO[1] [V]o[1]| [&]0]1
0 1 o|1L|1]| [olojo]| [o]o|1]| [0 [1]0O
110 1lol1| |1|o|1| |1]1]|1] |1]0]1

Przyktad 1.8. Rozwazmy zdanie (c¢) z Przyktadu 1.3. Wowczas jego wartosé logiczna mozemy
wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

(( 7“) )—1

Definicja 1.9 (Formuly rownowazne). Mowimy, ze formuly p oraz q sa réwnowazne (piszemy
p = q) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego warto$ciowania formuta p ma taka samg warto$¢
logiczna co formuta gq.

Przyktad 1.10. Formuly p — (¢ — r) oraz (p A q) — r sa rownowazne. Mozemy to pokazaé za
pomoca nastepujacej tabelki:
3



plalr|ip—=(g=r)|(PAg =T
0/0]0 1 1
001 1 1
0/1]0 1 1
011 1 1
1/0/|0 1 1
1/0/1 1 1
110 0 0
1011 1 1

Definicja 1.11 (Tautologia). Formuta, ktora dla dowolnego wartosciowania zmiennych zdanio-
wych zawsze przyjmuje warto$¢ 1 nazywa sie tautologig.

1.
2.

Dwie podstawowe metody sprawdzania, czy zadana formuta jest tautologia to:

metoda zero-jedynkowa (tabelkowa),
metoda skrocona (nie wprost).

Twierdzenie 1.12 (Podstawowe tautologie klasycznego rachunku zdan). Nastepujgce formuty
zdaniowe sq tautologiamsi:

O N DO W=

p—p,

pV —p (prawo wytgczonego srodka),

=(p A —p) (prawo sprzecznosci),

—=p <> p (prawo podwdjnego przeczenia),

—(pVq) <> (-p A\ —q) (prawo de Morgana),

—(pAq) < (-pV —q) (prawo de Morgana),

(p<+q) < (p—q) A(g—p) (prawo eliminacji réwnowaznosci),
pAq— D,

p—=pVg,

- PANGqAD,

- pVaqgsqVp,

o= a) = (a=r) = —r),

.p— (¢ —p),

. (p = q) & (=g — —p) (prawo transpozycyi),

. pA(p— q) — q (prawo odrywania; Modus Ponens),

.pA(gVT) e (DAQV (pAT) (prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy),
.pV(gAT) < (pV @) A(pVr) (prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcyi),
. (p—=q) < (-pVq) (prawo eliminacyi implikacyi).

Dowdd. Dla przyktadu udowodnimy prawo 13.

Sposob 1. Metoda tabelkowa (zero-jedynkowa)

plglg—p|p—(¢—Dp)
o|o| 1 1
0|1| o 1
1(o0| 1 1
101 1 1

W ostatniej kolumnie znajduja sie same jedynki, a zatem formula jest prawdziwa
niezaleznie od warto$ciowania zmiennych, czyli jest tautologia.

Sposob 2. Metoda skrécona

Zal6zmy nie wprost, ze formuta p — (¢ — p) nie jest tautologia. Oznacza to, ze istnieje

warto$ciowanie zmiennych p i ¢, przy ktéorym cata formuta jest falszywa. Poniewaz

rozwazana formuta jest w postaci implikacji, zatem aby byta fatszywa poprzednik musi

by¢ prawdziwy, a wniosek falszywy, czyli musi zachodzi¢ v(p) = 1 oraz v(q — p) = 0.

Drugie rownanie mowi, ze implikacja ¢ — p jest falszywa, skad wynika, ze v(q) = 1

oraz v(p) = 0. W tym momencie otrzymuje sprzecznos¢, poniewaz p nie moze by¢
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rownoczeénie prawdziwe i falszywe. Oznacza to, ze nie istnieje warto$ciowanie, dla
ktorego p — (¢ — p) jest falszywe, a zatem jest to tautologia. O

Obie metody, zero-jedynkowa i skrécona, moga by¢ wykorzystane do sprawdzenia popraw-
nosci wnioskowania. Powiemy, ze schemat rozumowania jest niezawodny, jesli z prawdziwych
przestanek nie wynika falszywy wniosek.

Przyktad 1.13. Rozwazmy nastepujace wnioskowanie:
Jedli Jan uczy sie logiki, to jesli jego poglady sa wewnetrznie sprzeczne, to je zmieni. Jeéli jednak
zmieni poglady, to straci autorytet. Zatem jesli jego poglady sa wewnetrznie sprzeczne, lecz Jan
nie uczy sie logiki, to nie straci autorytetu.”
Oznaczmy sktadowe powyzszego rozumowania w nastepujacy sposob:
p — ,Jan uczy sie logiki.”
q — ,Poglady Jana sa wewnetrznie sprzeczne.”
r — ,Jan zmieni poglady”.
s — ,Jan straci autorytet”.
Wowczas schemat powyzszego rozumowania ma postaé

[(p—=(g—=71)A(r—s)] = ((gh—p) = —s).
Implikacja ta jest tautologia, zatem schemat rozumowania jest niezawodny, czyli wnioskowanie
jest poprawne.

Zadanie 1.14. Sprawdzi¢ metodg skrocong i zero-jedynkows, ze powyzsza implikacja rzeczywi-
Scie jest tautologia.

Definicja 1.15 (Formuly spekialne i kontrtautologie). Powiemy, ze formuta p jest spetnialna,
jezeli istnieje takie wartosciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktérym formuta p jest prawdzi-
wa. Jesli takie wartosciowanie nie istnieje, to powiemy, ze formuta p jest niespetnialna lub ze
jest kontrtautologiq.

Twierdzenie 1.16. Formuta p jest tautologig wtedy i tylko wtedy, gdy formuta —p nie jest
spetnialna.

Dowdd. Przypusémy, ze formuta p jest tautologia. Wtedy dla kazdego wartosciowania v mamy
v(p) = 1. Stad otrzymujemy, ze dla kazdego wartosciowania v mamy v(—p) = 0, a wiec nie
istnieje warto$ciowanie, ktore spetnia —p, czyli formula ta nie jest spelnialna.

Przypusémy, ze formuta —p nie jest spelnialna, czyli nie istnieje wartosciowanie v takie, ze
v(—p) = 0. Wynika stad, ze dla kazdego wartosciowania v mamy v(p) = 1, a wiec p jest tauto-
logig. (]

Do tej pory pojawily sie cztery funktory dwuargumentowe (—, A, V, <), pozwalajace z
dwoch formul tworzy¢ nowa formute, oraz jeden funktor jednoargumentowy (—), pozwalajacy
z jednej formuty tworzy¢ nowa formute. Maja one te wtlasnosé, ze wartosé logiczna nowych
zdan zalezy tylko od warto$ci logicznej zdan sktadowych, a nie od ich sensu. Stad tez powyzsze
funktory nazywa sie ekstensjonalnymi. Nie sa to jednak wszystkie ekstensjonalne funktory jedno-
i dwuargumentowe.

Ile jest funktorow jednoargumentowych (unarnych)? Kazdej wartosci logicznej (0 1 1) argu-
mentu funktora przyporzadkowujemy jedng z wartosci logicznych O lub 1. Zatem funktordw
unarnych jest 22 = 4.

p| filp) | f2(p) | f3(p) | fa(p)

0l 0 0 1 1

1] 0 1 0 1
F id - T

Zadanie 1.17. Ile jest funktorow dwuargumentowych (binarnych)? Zrobié¢ tabelke analogiczng
do powyzszej dla funktoréw binarnych.

Zadanie 1.18. lle jest funktoréw n-argumentowych?
5



Wyréznijmy jeszcze dwa funktory binarne.

Definicja 1.19 (NOR i NAND).
(i) Kreske Sheffera (inaczej NOR) oznaczamy przez | i definiujemy w nastepujacy sposob:
plq jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania p i g s falszywe;
(ii) Strzatke Peirce’a (inaczej NAND) oznaczamy przez | i definiujemy w nastepujacy sposob:
P q jest jest zdaniem fatszywym wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania p i ¢ sa prawdziwe.
Definicja 1.20 (Uktady funkcjonalnie petne). Uktad funktoréw nazwiemy funkcjonalnie petny-

mi, jezeli wszystkie funktory jedno- i dwuargumentowe mozna wyprowadzi¢ za pomoca funkto-
row z tego uktadu.

Twierdzenie 1.21. Uktadami funkcjonalnie petnymi sq:
(a) {—, =, A\, V, =, <},

(b) {/\7_'} oraz {\/,—|},

(c) I},

(d) {1}

Dowd6d punktéow (a) i (b) pominiemy.
Zadanie 1.22. Korzystajac z (b), udowodnij (c) i (d).
Zadanie 1.23. Pokaz, ze {A, V} nie jest funkcjonalnie peny.

Definicja 1.24 (Koniunkcyjna posta¢ normalna). Literatem nazywamy zmienng zdaniowa lub
jej zaprzeczenie. Powiemy, ze formula jest w koniunkcyjnej postaci normalnej (CNF), jesli jest
koniunkcja formut bedacych alternatywa literatéw. Innymi stowy, formuta jest w CNF gdy ma
postac

P1 A N\ Pp,
gdzie kazda z formut ¢;, dla i € {1,...,n}, jest postaci
RS

dla pewnych literatow 1, . .. ,wzi.
Przyktad 1.25. Formutami w postaci CNF sg na przyktad:
L (pvgVvr)A(=pV-r)A(rV-g),

2. pAg,
3. pVaqVrV-s,

4. p.
Twierdzenie 1.26. Dla kazdej formuty istnieje réwnowazna formuta w koniunkcyjnej postaci
normalnej.

Szkic dowodu (nieobowigzkowy). Majac dana formule stosujemy kolejno prawo eliminacji rowno-
waznosci (7) i prawo eliminacji implikacji (18). Nastepnie przeksztatcamy formule korzystajac z
praw de Morgana, podwojnego przeczenia, tgcznosci, przemiennosci i rozdzielnosci alternatywy
wzgledem koniunkcji i koniunkeji wzgledem alternatywy. (]

Przyktad 1.27.
(p—=>q)Ap)—q

=((-pVag) Ap) —q

=((-pVa)Ap) Vg
(=(=pVa@)V-p) Vg
pA=g)V-pVyg
pA=q)V(-pVa)
pV(=pV ) A(—gV(=pVQg))
pV-pVag) A(gV-pVg).
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1.2. RACHUNEK PREDYKATOW

Definicja 1.28 (Forma zdaniowa). Formg zdaniowq nazywamy wyrazenie zawierajace zmienne,
ktore po wstawieniu w miejsce tych zmiennych konkretnych obiektéw staje sie zdaniem logicz-
nym.

Zbior obiektéw, ktore mozemy wstawi¢ w miejsce zmiennej w formie zdaniowej nazywa sie
zakresem tej zmienne;j.

Przyktlad 1.29.

1. ,x+2 = 4” — forma zdaniowa jednej zmiennej, ktorej zakresem jest zbior liczb rzeczywistych.

2. ,x jest studentem I roku matematyki na PW” — forma zdaniowa jednej zmiennej, ktorej
zakresem jest zbiér ludzi.

3. .22 + 9% < 3 — forma zdaniowa dwoch zmiennych z i y, ktorych zakresem jest zbior liczb
rzeczywistych.

4. ,r ma y lat” — forma zdaniowa dwoch zmiennych, w ktorej zakresem x jest zbiér ludzi, a

zakresem y jest zbior liczb dodatnich.

Formy zdaniowe o jednej zmiennej bedziemy oznacza¢ przez p(x),q(x),..., formy o dwoch
zmiennych przez p(z,vy), q(z,y),.... Symbole p,q, ... nazywamy predykatami.

Zauwazmy, ze podstawiajac w miejsce zmiennych konkretne wartosci z odpowiedniego zakre-
su (w powyzszych przykladach liczby lub osoby), formy zdaniowe staja sie (prawdziwymi lub
falszywymi) formutami logicznymi.

Definicja 1.30 (Speialnosé i prawdziwosé form zdaniowych). Niech p(z) bedzie forma zda-
niowg zmiennej x o zakresie X.

(i) Element a € X spetnia forme zdaniowq p(z) wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) jest zdaniem
prawdziwym.
(ii) Forme zdaniowa nazywamy prawdziwg wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniona przez wszyst-
kie obiekty z zakresu jej zmiennych.
(iii) Forme zdaniowa nazywamy falszywg wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest spelniona przez
zaden obiekt 7 zakresu jej zmiennych.

Przyktad 1.31. Rozwazmy forme p(z) = 2+2 = 4. Wtedy jesli za zakres zmiennej 2 wezmiemy
zbioér liczb rzeczywistych, to 2 spelnia te forme zdaniowa, natomiast 3 nie. Jesli natomiast
za zakres wezmiemy zbior liczb nieparzystych, to p(x) bedzie falszywa. Gdy zakresem bedzie
singleton {2}, forma bedzie prawdziwa.

Z prostych form zdaniowych oraz spojnikow mozemy tworzy¢ bardziej ztozone formy zdaniowe.
Niech p(x) i g(x) beda formami jednej zmiennej o zakresie X. Wtedy element a € X spenia
forme p(z) A q(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie p(a) A g(a) jest prawdziwe, czyli gdy a spelnia
p(z) oraz q(x).

Rozwazmy nastepujace zdanie:

,Jesdli n jest liczbg pierwsza, to n jest liczba nieparzysta lub n jest rowne 2.7

Mozemy je opisa¢ formulty p — (q V r), gdzie p, ¢, oznaczaja odpowiednio zdania:

p: n jest liczba pierwsza,
q: n jest liczba nieparzysta,
7 n jest jest rowne 2.

Podstawiajac p w miejsce zdania ,,n jest liczba pierwsza” ukrywamy jednak czes$¢ informacji.
Zdanie to mowi przeciez o pewnej liczbie n, co wiecej, zdania p i ¢ dotycza tej samej liczby n.
Zapiszmy wiec p(n) zamiast p aby podkresli¢, ze prawdziwosé p zalezy od tego jaka konkretnag
wartos¢ przypiszemy zmiennej n. Zdanie p(n) bedzie prawdziwe, jesli za n podstawimy jakas licz-
be pierwsza i falszywe w przeciwnym przypadku. Zgodnie z t3 konwencja nasze zdanie przyjmie
postaé p(n) — (q(n) Vr(n)).

Zwr6émy jednak uwage, ze trudno ocenié¢ prawdziwod$¢ zdania p dopoki nie podstawimy w
miejsce n jakiej$ konkretnej liczby. Z drugiej strony wartos¢ logiczna catego zdania p(n) —
(¢(n) V r(n)) nie zalezy od wyboru liczby n — jest ono prawdziwe dla kazdej liczby naturalne;.
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Aby moéc formalnie zapisywaé zdania takie jak powyzsze wprowadzimy kwantyfikatory ¥V kto-
ry bedzie oznaczal ,dla kazdego” oraz 3 ktoéry bedzie oznaczal jistnieje”. Kazde wystapienie
kwantyfikatora bedzie dotyczyto pewnej zmiennej. W naszym przyktadzie napiszemy

Vi p(n) = (q(n) vV r(n)),
gdzie zakresem zmiennej n jest zbior liczb naturalnych N.

Definicja 1.32 (Zasieg kwantyfikatora). Zasiegiem kwantyfikatora nazywamy czes¢ wyrazenia
ujeta w nawiasy, przy czym lewy nawias wystepuje bezposrednio po tym kwantyfikatorze. Gdy
bezposrednio po kwantyfikatorze nie wystepuje nawias, to zasiegiem kwantyfikatora jest naste-
pujaca po nim forma zdaniowa.

Moéwimy, ze x jest zmienng wolng w danym wyrazeniu wtedy i tylko wtedy, gdy nie wystepuje
w zasiegu zadnego kwantyfikatora o indeksie x. W przeciwnym razie méwimy, ze x jest zmienng
2Wiq2aNG.

Przyktad 1.33. W wyrazeniu 3,(p(z) V q(z)) w zasiegu kwantyfikatora V, znajduje sie cala
alternatywa, natomiast w wyrazeniu 3,p(x) V ¢(x) tylko forma zdaniowa p(x).

W wyrazeniu V,(z +y =3 — 3,2 -y < 2) oba wystapienia zmiennej x sy zwiazane, podobnie
jak drugie wystapienie zmiennej y. Natomiast pierwsze wystapienie zmiennej y jest wolne.

Definicja 1.34 (Formutla rachunku kwantyfikatoréw). Formuly rachunku predykatow definiu-
jemy w nastepujacy sposob.
(i) Formy zdaniowe sa formutami.
(ii) Jesli P jest formula i x jest zmienng wolng w P lub nie ma wystapienia w P, to V, P jest
formuta.
(iii) Jesli P jest formula i = jest zmienng wolng w P lub nie ma wystapienia w P, to 3, P jest
formuta.

Niech p(x) bedzie formg zdaniowa jednej zmiennej x, natomiast X zakresem zmiennej x.
Wstawienie przed p(z) dowolnego kwantyfikatora o indeksie x zmienia te forme zdaniowa w
zdanie logiczne. Zdanie V;p(z) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element z zakresu
zmiennej z speltnia forme zdaniowa p(x). Zdanie 3,p(zx) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje co najmniej jeden element z zakresu zmiennej = spetniajacy forme zdaniowa p(z).

Przyktad 1.35. Niech p(z) = = + 1 > 0 oraz niech zakresem zmiennej x bedzie R. Wtedy
zdanie 3, x 4+ 1 > 0 jest zdaniem prawdziwym, natomiast zdanie V, x + 1 > 0 jest zdaniem
falszywym.

Definicja 1.36 (Podstawienie). Wyrazenie matematyczne jest podstawieniem formutly rachunku
kwantyfikatoréw wtedy i tylko wtedy, gdy powstaje z niej przez zastapienie wszystkich wystepu-
jacych w niej zmiennych zdaniowych i symboli predykatywnych zdaniami logicznymi i formami
zdaniowymi.

Przyklad 1.37. Wyrazenie
VI:U2>O—>E|I:B2>O

jest podstawieniem formutly
Yz p(z) = 3o p(2).

Definicja 1.38. Formuty, ktérych prawdziwosé wynika tylko z ich struktury i nie zalezy od
znaczenia wyrazen atomowych w nich wystepujacych, nazywamy tautologiami rachunku kwan-
tyfikatorow.

Twierdzenie 1.39 (Prawa rachunku kwantyfikatorow).

1.V p(x) — p(x),

2. p(x) = 3z p(x),

3. Ve p(x) = 32 p(z),

4. _‘Vx p(fL‘) A Hz ﬁp(:ﬂ),



5. =3z p(x) < Vg —p(z),

6. Vo (p(z) Vq) < Vup(x)Vq, gdy x jest zmienng wolng w g,
7. 3z (p(x) Vaq) < 3z p(x)Vq, gdy x jest zmienng wolng w g,
8. Vo (p(z) Nq(x)) < Vo p(z) AVa q(z),

9. 3 (p(2) Vq(z)) < Fp p(z)V 3 q(z),

10. Vi p(x) VVeq(z) — Vi (p(x) Vq(z)),

11. 3z p(x) A Fzq(z) — Tz (p(x) Aq(z)),

12. Yy (p(z) = q(2)) = (V2 p(x) = Yz q(2)),

13. Y, (p(z) = q(z)) = (32 p(z) = 32 q(x)),

14. Vo p(z) < ¥y p(y),

15. 3 p(z) < 3y p(y),

16. VaVy p(z,y) <> VyVe p(z,y),

17. 353y p(z,y) < Iy p(z,y),

18. 3,y p(z,y) — Yy 3 p(z,y),

Czesto chcemy wyrazi¢, ze W jest prawda dla kazdego lub dla jakiego$ = spetniajacego warunek
®. Bedziemy uzywaé w tym celu kwantyfikatoréw ograniczonych.

Definicja 1.40 (Kwantyfikatory ograniczone).
Ve o U =V (0 — V),
Jp. oV =3, (P AD).

Przyklad 1.41. Mamy $wiat wszystkich ludzi i ostow, staly Joe oraz predykaty:
Osiol(z) — x jest ostem,

Ma(z,y) — x ma y (y nalezy do x),

Bije(z,y) — « bije y.

Zdanie ,Jesli Joe ma osta, to go bije” ma postaé

Vz (Osiol(z) A Ma(Joe, x) — Bije(Joe, z)).

Czesto chcemy wyrazi¢, ze p(x) jest prawda dla dokladnie jednego z. Bedziemy uzywaé w
tym celu kwantyfikatora jednostkowego.

Definicja 1.42 (Kwantyfikator jednostkowy).
3 ple) = Za (pl@) AV, (p(y) — @ = )

Czes$é 2. Elementy teorii zbioréw

Teoria zbioréw (inaczej teoria mnogosci) oparta jest o rachunek predykatow postugujacy sie
jedynym symbolem predykatowym. Symbol ten jest dwuargumentowy i oznaczamy go przez €.

Predykat ten jest najczesciej interpretowany w modelu jako symbol przynaleznosci do zbioru.
Obiekt, ktory jest wartoscig zmiennej po lewej stronie symbolu € jest elementem zbioru, ktory
jest wartoscia zmiennej wystepujacej po stronie prawej.

Dla ulatwienia postugiwania si¢ formalizmem zwigzanym z aksjomatyczng teoria mmnogosci
uzywamy wielu skrotéow pozwalajacych na bardziej zwiezte zapisywanie formul. Czesto uzywany
symbol ¢ jest skrotem mowigcym, ze dwa elementy nie sa ze soba w relacji €, to znaczy x ¢
X=-zeX.

Kolejny skrot oznaczamy przez = i definiujemy go w nastepujacy sposob:

X=Y=V,(zeXozeY).

Skrot ten definiuje dwa zbiory jako rdwne jezeli o kazdym elemencie z mozemy powiedzieé,
ze nalezy do zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do zbioru Y. Innymi stowy dwa zbiory
sa rowne jesli posiadaja doktadnie te same elementy.

Podobnie do rownosci definiujemy zawieranie (inkluzje) zbiorow:

XCY=V, (e X —>zeY).
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Zbior niezawierajacy zadnego elementu nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy przez (.
Zbior skonczony (o skonczenie wielu elementach) mozemy zdefiniowa¢ przez wypisanie jego
elementow.

Przyktad 2.1.
1. A={1,2,3}, 1€ A, 4 ¢ A, {2,3} C A,
2. B = {kot, pies}, kot € B, koala ¢ B, 3 ¢ B,
3.C={0},0eC,DCC,
4. D=0,0¢D,0CD.

Zbiér mozemy takze zdefiniowaé za pomoca warunku, ktéry musi by¢ spetniony przez wszyst-
kie elementy tego zbioru.

Przyktlad 2.2.
1. X jest zbiorem studentéw pierwszego roku PW,
2. Y = {n € N: n? < 68 An jest liczby pierwsza},
3. Z ={(z,y) € R?: 22 + 42 = 4},

W ogo6lnym przypadku piszemy A = {z € X : p(x)}, gdzie p(x) jest forma zdaniowa zmiennej
x o zakresie X. Wtedy
a € A < p(a) jest zdaniem prawdziwym.

Oznaczenia dla najczesciej spotykanych zbioréw liczbowych:

N zbio6r liczb naturalnych
Z zbior liczb calkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych
R\ Q zbior liczb rzeczywistych niewymiernych
C zbior liczb zespolonych
Twierdzenie 2.3. Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzi:

(i) 0 C A,

(i) AC A,
(iii) jezeli (ACBABCC) to ACC,
(iv) (A C BA B C A) wtedy i tylko wtedy, gdy A = B,

(v) jezeli A# B to AL BV B ¢ A.

Aby zilustrowaé zaleznosci miedzy zbiorami, bedziemy postugiwaé sie diagramami Venna.

W tym schemacie zbiory reprezentowane sg przez elipsy lub inne figury geometryczne. Czasem
obrazuje sie rowniez przestrzen, umieszczajac elipsy wewnatrz prostokata. Figurom nadaje sie

rozne tekstury i kolory, co znacznie ulatwia dostrzezenie relacji pomiedzy zbiorami (inkluzja,
suma, iloczyn, itp.).

2.1. PODSTAWOWE DZIALANIA NA ZBIORACH

2.1.1. Suma zbiorow.

Definicja 2.4 (Suma zbioréw). Sumg zbioréw A i B (ozn. AU B) nazywamy zbior tych elemen-
tow, ktore naleza do zbioru A lub do zbioru B. Innymi stowy z € AU B wtedy i tylko wtedy,
gdyzr € AVzreB.

Twierdzenie 2.5. Dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodzi:
(i) AUB=BUA,
(i) (AUB)UC =AU (BUCQ),
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(vii) jezeli ACC iBCC,to AUBCC,
(viii) jezeli ACBiCCD,to AUCCBUD,
(ix) A C B wtedy i tylko wtedy, gdy AU B = B.

Dowdd. Dla przyktadu udowodnimy punkt (vii). Zalézmy, ze zachodzg inkluzje A C C'i B C C.
Chcemy pokazac, ze wtedy AU B C C. Niech x € AU B. Oznacza to, ze x € A lub z € B. Jezeli
x € A, to z pierwszej zatozonej inkluzji wynika, ze x € C. Jezeli x € B, to z drugiej zalozonej
inkluzji wynika, ze x € C. Pokazaliémy zatem, ze jesli z € AU B, to xz € C. O

2.1.2. Iloczyn zbioréow.

Definicja 2.6 (Iloczyn zbiorow). Iloczynem (czescig wspdlng) zbiorow A i B (ozn. A N B)
nazywamy zbior tych elementow, ktore nalezg do zbioru A i do zbioru B. Innymi stowy z € ANB
wtedy i tylko wtedy, gdy x € AAx € B.

Twierdzenie 2.7. Dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodzi:
() ANB=BnNA,

ii) (ANB)NC = Aﬁ(BﬁC)

(iii) 0N A =10,

(iv) AnNA=A,
v) ANBC A,

(vi) ANB C B,

(vii) jezeleCBzACC to AC BNC,

(viii) jezeli AC B4iC C D, to AﬁCCBﬂD
(ix) A C B wtedy i tylko wtedy, gdy ANB = A

Dowdd. Dla przyktadu udowodnimy punkt (ii).
EANB)NC & z€(ANB)AzeC < (re ANz eB)ANzel
—+ x€AN(xeBANzeC) < ze€ ANz e (BNQO)
—~ xe AN(BNCO). O

Definicja 2.8 (Zbiory rozlaczne). O dwoch zbiorach méwimy, ze sg roztgczne, gdy AN B = ().

Twierdzenie 2.9 (Prawa dla sum i iloczynow zbioréw). Dla dowolnych zbioréw A, B, C, za-
chodzi:
(i) AnN(AUB)=A4,
(i) (ANB)UB = B,
(i) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO),
(iv) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

2.1.3. Roznica zbiorow.

Definicja 2.10 (Roznica zbioréw). Rdznicg zbiorow A 1 B (ozn. A\ B) nazywamy zbior tych
elementow, ktore naleza do A, a nie naleza do B. Innymi stowy, x € A\ B wtedy i tylko wtedy,
gdy x € ANz & B.

Twierdzenie 2.11. Dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodzi:
(i) A\ B C A4,

(ii ]ezeleCBzCCD to A\DC B\C,

(iii) jezeli C C D, to A\ D C A\ C,

(iv) A C B wtedy 1 tylko wtedy, gdy A\ B = (),

)
;

v) A\(BUC)=(A\B)N(A\C),
(vi) AN(BNC)=(A\B)U(A\C),
(vil) AU(B\A)=AUB,

(viil) jezeli AC B, to AU (B\ A) =
(ix) A\(A\B)=AnNBSB,
(x) A\(BUC)=(A\B)\C.
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Dowdd. Dla przyktadu udowodnimy punkt (x).

r€A\(BUC) < z€ AN-(zr e (BUC)) + z€ AN-(zreBVvzel))
—+ x€AN(~z€eBAN12€(C) + (€ AN—zeB) ANzl
> 2e(A\B)A~2eC < xze€(A\B)\C. O

2.1.4. Dopelnienie zbioru. Zazwyczaj ograniczamy sie do zbioréw, ktore sa podzbiorami pew-
nego ustalonego zbioru, zwanego przestrzenig.

Definicja 2.12 (Dopelnienie zbioru). Dopefnieniem zbioru A (ozn. A') w przestrzeni X nazy-
wamy zbior tych elementéw z przestrzeni, ktore nie naleza do A. Innymi stowy, x € A" wtedy i

tylko wtedy, gdy x € X \ A.

Twierdzenie 2.13. Dla dowolnych podzbioréw A i B przestrzeni X zachodzi:

SN
DCmE
=y

g

)_AmH,
"'=AUPB,
\B=ANH,
\ B =(A'UBY,
-
-

ENFN
o C
gou

wtedy 1 tylko wtedy, gdy AN B' = (),
wtedy i tylko wtedy, gdy A’ UB = X.

S N N S

2.1.5. Réznica symetryczna.

Definicja 2.14 (Roznica symetryczna). Rdznicg symetryczng zbiorow A 1 B (ozn. A + B)
nazywamy sume zbioru elementéw, ktore naleza do A i nie nalezg do B i zbioru elementéw,

ktore naleza do B i nie naleza do A. Innymi stowy, x € A + B wtedy i tylko wtedy, gdy
x € (A\B)U(B\A).

Twierdzenie 2.15. Dla dowolnych zbioréw A, B i C' zachodzi:
i) A+B=190 wtedy i tylko wtedy, gdy A = B,

(ili) (A+B)=-C=A+(B+0),
(iv) AO(B C) (ANB)+(ANC),

Przyktad 2.16. Niech X = {1,2,3,4,5,{1,2},0} bedzie przestrzenig oraz niech

A=1{1,2,3,4},
B ={3,4,5},

C = {{1,2},3,2},
D ={0,2},
E=10.
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Wtedy

AUB = {1,2,3,4,5} AuC = {1,2,3,{1,2}} AUD = {1,2,3,4,{0}}
ANB = {3} ANC = {2,3} AUE = {1,2,3,4}
A\ B = {1,2} A\NC = {1,4} cnD = {2}

B\ A = {5} C\A = {{1,2}} CNnE = 0

A+B = {1,2,5} A+C = {1,4,{1,2}} C\D = {{1,2},3}

A = {5{1,2},0} (AU B) {{1,2},0}
E € D AUBUC = X\ {0}

2.1.6. Zbioér potegowy. Czesto rozwazamy zbiory, ktorych elementy réwniez sa zbiorami. Takie
zbiory nazywamy rodzinami zbioréw. W szczegoblnoséci wyrdzniamy rodzine wszystkich podzbio-
roéw danego zbioru.

Definicja 2.17 (Zbior potegowy). Dla zbioru X definiujemy jego zbior potegowy P(X) jako
zbior wszystkich podzbioréw z. Innymi stowy, A € P(X) wtedy i tylko wtedy, gdy A C X.

Przyktad 2.18. Zbior A = {a,b,c} ma 8 podzbiorow:

P(A) = {0,{a}, {0}, {c} {a,0},{a,c}, {b,c} A},
natomiast zbior B = {0}, {0}} ma 4 podzbiory:
P(B) = {0,{0},{{0}}, B}.
Twierdzenie 2.19. Dla dowolnych zbioréw X, Y zachodzi:
(i) P(X) #0,
(i) jezeli X C Y, to P(X) C P(Y),
(iii) jezeli A,B € P(X), to AUB,ANB,A\ B,A+ B e P(X).

Twierdzenie 2.20. Jezeli zbior X ma n elementéw, to wtedy zbiér P(X) ma 2" elementow.

Dowdd. Niech X = {aj,ag,...,a,}. Niech A bedzie podzbiorem zbioru X. Dla zbioru A defi-

niujemy ciag e = (e{‘, cey e;;‘) w nastepujacy sposob:
A_ )1 gdyaieA
L0 gdyaigA

Kazdemu podzbiorowi zbioru X odpowiada doktadnie jeden ciag zero-jedynkowy o diugodci
n. Zatem wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest doktadnie tyle, ile ciagbéw zero-
jedynkowych o dtugosci n, czyli 2. O

2.1.7. Iloczyn kartezjanski.

Definicja 2.21 (Para). Majac dane dwa elementy a i b definiujemy pare uporzadkowang (a,b)
w nastepujacy sposob:
(a,b) :=={{a},{a,b}}.

Podobnie definiujemy uporzgdkowang tréjke (a, b, c):
(a,b,¢) == (a, (b,c)).
W ogoélnosci, dla kazdego n € N4, definiujemy uporzgdkowang n-tke:
(ala a2,y ..., an) = (ala (CLQ, ceeyQn—1, an))
Twierdzenie 2.22. Niech dane bedg dwie pary (a,b) oraz (¢,d). Wtedy
(a,b) = (¢,d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = c oraz b=d
Dowdd. Zgodnie z definicja pary, (a,b) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}}.
Rozwazmy dwa przypadki.
a) Niech a = b. Wtedy {{a},{a,b}} = {{a}}. Zatem {c} = {a} oraz {c,d} = {a}. Wtedy c =a
oraz d = ¢ = a. Zatem (a,b) = (a,a) = (¢, d).
b) Niech a # b. Wtedy mamy dwie mozliwosci.
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(i) {c} = {a,b} i {a} = {c,d}. Poniewaz jednak a # b, zatem zbiér {a,b} ma dwa rézne
elementy, a zbior {c} jeden element. Sprzecznosc.

(ii) {c} = {a} i {a,b} = {c,d}. Wtedy a = c. Czyli {a,b} = {a,d}. Poniewaz a # b oraz
zbior {a, b} ma dwa rozne elementy, zatem a # d. Z definicji rownosci zbioru dostajemy,
ze b=d. U

Definicja 2.23 (Iloczyn kartezjanski). Iloczynem (produktem) kartezjariskim zbiorow A i B
(ozn. A x B) nazywamy zbior uporzadkowanych par (a,b) takich, ze a € A oraz b € B. Innymi
stowy, (a,b) € A x B wtedy i tylko wtedy, gdy a € Aibe€ B.

Hoczyn kartezjariski mozemy uogélni¢ na dowolne n € N4 zbiorow:

Al X Ay x ... x Ay i={(a1,a9,...,ap): a1 € A1,a2 € Ag,...,ay € Ap}.

Przyktlad 2.24.

(a) Zbior liczb zespolonych C jest iloczynem kartezjariskim R x R.
(b) Niech A = {1,2,3} oraz B = {a,b}. Wtedy

Ax B ={(1,a),(1b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,0)}
£ 1{(a,1), (a,2), (a,3), (b, 1), (b,2), (b,3)} = B x A.

(c) Walec to iloczyn kartezjanski kola (podstawy) i odcinka (wysokosci).
(d) Powierzchnia torusa jest iloczynem kartezjaniskim dwoch okregow.

Twierdzenie 2.25. (i) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C),

(i) (BUC) x A= (B xA)U(C x A),
(iii) Ax (BNC)=(Ax B)n(Ax0),
(iv) (BNC)x A= (BxA)N(Cx A,
(v) Ax (B\C)=(Ax B)\ (A x C),
(vi) (B\C)x A= (B x A)\ (C x A),
(vii) jezeli C £ 0, to AC B (Ax C) C (B xC),

(viii) jezeli C #0, to AC B+ (C x A) C (C x A).

Przyktad 2.26. Z faktu, ze (A x C) C (B x C') nie musi wynika¢, ze A C B. Gdy C = 0, to
AxC = BxC = { dla dowolnych dwoch zbior6w A i B. Zatem i dla takich, dla ktérych A Z B.

Co wiecej, nie jest prawda, ze C' X A = C' x B implikuje réwnos¢ zbioréw A i B. Znowu biorac
za C' zbiér pusty dostajemy pierwsza z réwnosci, druga natomiast nie jest prawdziwa.

Twierdzenie 2.27. Jezeli zbior A ma n elementéw 1 zbiér B ma m elementdw, to zbior A x B
ma n - m elementéw.

Dowdd. Niech m bedzie dowolng liczba naturalng oraz Y = {y1,...,¥ym}. Udowodnimy twier-
dzenie za pomoca indukcji matematycznej ze wzgledu na n.

Niech n = 0. Wtedy X = 0, a zatem () x Y = (). Zbiér pusty nie ma elementéw, czyli
rzeczywiscie sktada sie z 0-m = 0 elementow. Niech n = 1. Wtedy X = {x1}iiloczyn kartezjanski

zbiorow X 1Y ma posta¢ {(z1,y1),-..,(T1,ym)}, czyli rzeczywiscie sktada sie z 1-m = m
elementow.

Zal6zmy, ze dla pewnego n € N jezeli zbiér X sktada sie z n elementéw, to X x Y sktada sie z
n - m elementow. Rozwazmy zbior X = {x1,...,Zn, Tni1}. Tworzymy iloczyn X X Y. Powstaly

zbiér mozemy podzieli¢ na dwa roztaczne podzbiory takie, ze do pierwszego z nich naleza pary
(xi,y;) dla i < n, j < m, natomiast do drugiego naleza pary (zn+1,y;) dla j < m. Na mocy
zatozenia indukcyjnego pierwszy z tych zbioréw sklada sie z n - m elementéw, drugi natomiast
ma m elementow. Zatem caly iloczyn X x Y sktada sie z n-m+m = (n+1)-m elementow. O

2.2. UOGOLNIONE DZIALANIA NA ZBIORACH

Definicja 2.28 (Indeksowana rodzina zbioréw). Niech X,T beda niepustymi zbiorami. In-
deksowang rodzing podzbiorow zbioru X o indeksach ze zbioru T nazywamy dowolng funkcje
f:T—PX).
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Funkcja f przyporzadkowuje indeksowi t ze zbioru T pewien podzbior zbioru X, ktory be-
dziemy oznaczaé przez X;. Innymi stowy, f(t) = X; dla t € T. Rodzing indeksowang bedziemy
oznaczaé przez (Xi)er.

Przyktlad 2.29.

(i) NiecchT=Ni, X, ={zeR: 1 <2 <141}

(ii) Niech T =R, Y; = {y € R: 32 > t?}.
Definicja 2.30 (Suma indeksowana). Sumg indeksowang rodziny (X;)ier nazywamy zbior tych
elementow, ktore naleza do ktoregos ze zbiorow X;. Innymi stowy,

T € U X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢t € T' takie, ze x € X;.
teT

Przyktlad 2.31.
(a) Upen, e R: 1< <1+ £} =[1,2],
(b) Userly € R: y? > 2} = R\ {0}.

Definicja 2.32 (Iloczyn indeksowany). Iloczynem indeksowanym rodziny (Xi)ier nazywamy
zbioér tych elementéw, ktore naleza do kazdego ze zbioréw X;. Innymi stowy,

T € ﬂ X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego t € T zachodzi x € X;.
teT

Przyktad 2.33.

(a) NMpen, {z €R: 1< <145} = {1},

(b) Meenly € R: 42 > 2} = )

Twierdzenie 2.34. Dla dowolnej rodziny indeksowanej (A¢)ier zachodzi:
(a) Ner At € As € Uer At dla kazdego t €T,

(b) jezeli dla kazdego t € T' zachodzi inkluzja Ay C A, to |Jer At € A,

(c) jezeli dla kazdego t € T zachodzi inkluzja A C Ay, to A C (\,er At

Twierdzenie 2.35. Dla dowolnych rodzin indeksowanych (Ay)ier oraz (By)ier takich, ze Ay C
By dla kazdego t € T zachodzi:

(a) UteT A € UteT By,
(b) ﬂteT A C ﬂteT By.

Twierdzenie 2.36. Dla dowolnego zbioru A i rodzin indeksowanych (Ay)ier, (Bi)ier zachodzi:

a) AU UteT A= UteT(A U A),

b) AU mteT A= ﬂteT(A U A),

(C) AN UteT A = UteT(A N At);

d) ANNyer At = Nier (AN Ay),

(€) Urer At Ulser B = User(Ar U By),

(£) Meer At N Nier Be = Mier(Ae 0 By),
) Uier At N Uer Bt 2 Uier(Ae N By,
; Mier At U Ner Br € Nier(Ae U By),

() A\ Nyer At = Uer(A\ A).

Uwaga 2.37. Kontrprzyktad na réwnosé w punktach (g) i (h).
Niech A, = {x € R: & <n} oraz B, = {x € R: x > n}. Wtedy U, cn(An N By) = 0, natomiast
Unen An = Upen Br = R. Z drugiej strony, ey An = Npeny Bn = 0, ale ,en(An U By) = R.

Definicja 2.38 (Suma uogoélniona). Sumg uogdlniong rodziny zbior6w A nazywamy zbior | J.A
tych elementow, ktore naleza do co najmniej jednego ze zbioréw z rodziny A. Innymi stowy,

ac|JA & T (AcAnacA).
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Definicja 2.39 (Iloczyn uogodlniony). Iloczynem wuogdlnionym rodziny zbioréow A nazywamy
zbior () A tych elementow, ktore naleza do kazdego ze zbioréow z rodziny A. Innymi stowy,

ac()A ¢ Va(Ae A= acA).
Przyktad 2.40. Niech A = {{1,2},{2,3},{2,4,5}}. Wtedy
JA={1.2,3,45}, (A={2}
Przyktad 2.41. Dla kazdego zbioru A zachodzi rownosé A = JP(A).
~

ac|JP(A) & Ip(BeP(A)NacB) « Ig(BCANaeB) —» Ip(acA) & acA
g)?

b

a€A + {a} CA & {a}€P(A) —» Ig(BeP(A)raeB) « ac| P4
Przyktad 2.42. Pokazemy, ze ()(\(a,b) = a. Przypomnijmy, ze (a,b) = {{a}, {a,b}}. Zatem

(M (a,0) = (H{a} {a. 03} = ({a} N {a.b}) = ({a} = a.

Definicja 2.43. Niech (A;)ier bedzie rodzing indeksowang podzbioréw przestrzeni X. Produk-
tem uogdlnionym zbioréw rodziny (At)ier nazywamy zbior wszystkich funkcji f: T — (Jer At
takich, ze f(t) € A; dla kazdego t € T'. Zbiér ten oznaczamy przez tPTAt'

€

W szczegblnosci, jezeli dla kazdego t € T mamy A; = A C X, to produkt tPT jest zbiorem
€
wszystkich funkcji f: T — A. Zamiast tPTAt Piszemy wtedy po prostu AT,
€

o
Jezeli T'= N, to produkt uogdlniony bedziemy oznaczaé przez POAt.
n=

Przyktad 2.44.
1. Niech T' = R. Zdefiniujmy A; = {x € Z: x > t}. Wtedy |J,cp = Z. Zgodnie z definicja mamy

thAt ={f €Z® Vier f(t) € A}

Do powyzszego zbioru nalezy na przyktad funkcja f(¢t) = [¢] + 3: dla kazdego t € T zachodzi
nier6wnos¢ [t| +1 > t, czyli f(t) € A;. Jezeli natomiast za kazde A; przyjmiemy Z, to wtedy
tPTAt = 7R jest zbiorem wszystkich funkeji f: R = Z.
€
2. Niech (A4, )nen bedzie indeksowang rodzing zbioréw takich, ze A, = {0,...,n} dla kazdego
oo
n € N. Wtedy produkt POAt jest zbiorem ciaggéw (an)nen takich, ze dla kazdego n € N
n—=
zachodzi a, < n.
oo
3. Niech (Aj)nen bedzie indeksowana rodzing zbiorow takich, ze A, = {0,1}. Wtedy POAt =
n—=

{0, 1} czyli produkt jest zbiorem nieskoriczonych ciggéw zero-jedynkowych.

Czesé 3. Relacje

Definicja 3.1. Niech dane beda dwa zbiory X i Y. Dowolny podzbiér R C X X Y nazywamy
relacjg okre§long na iloczynie kartezjanskim X x Y.

Czesto zamiast pisa¢ (z,y) € R bedziemy uzywaé oznaczenia xRy, co odczytujemy jako ,x
jest w relacji R z y”. Relacje definiujemy najczesciej podajac forme zdaniowsg dwdch zmiennych
p(z,y) okreslajaca zbior R, czyli xRy < p(x,y).

Przyktad 3.2.
(a) Niech X ={1,3,6,17}, Y = {3,5}. Wtedy R = {(1,3),(1,5),(3,5),(17,3)} jest relacja na

X xY.
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(b) Niech X =Y bedzie zbiorem ludzi. Wprowadzamy relacje R w nastepujacy sposob: xRy
wtedy i tylko wtedy, gdy z jest wyzszy od y.

(c) Niech X =Y =R. Wtedy R = {(z,y) € R?: 22 + y* = 1} jest relacja.

(d) Niech X =Y = N. Wprowadzamy na N? relacje podzielnosci: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy
x jest dzielnikiem y.

(e) Dla zbioru X definiujemy relacje 1x € X2 w nastepujacy sposob: 1y = {(x,z): z € X}.

(f) Dla dowolnego zbioru X zbiér X? jest relacja.

3.1. DZIEDZINA, PRZECIWDZIEDZINA I OPERACJE NA RELACJACH

Definicja 3.3. Dziedzing D(R) relacji R C X X Y nazywamy zbior poprzednikow par uporzad-
kowanych nalezacych do tej relacji, czyli D(R) = {x € X: Jycy zRy}.

Przeciwdziedzing D*(R) relacji R C X XY nazywamy zbior nastepnikow par uporzadkowanych
nalezacych do tej relacji, czyli D*(R) ={y € Y: J,ex xRy}.
Przyktlad 3.4. Dziedzing dla relacji z przyktadu 3.2(a) jest zbior {1, 3,17}, natomiast przeciw-
dziedzina {3,5}. W przyktadzie 3.2(c) dziedzina i przeciwdziedzina sa rowne [—1,1]. W przy-
ktadzie 3.2(d) dziedzina to N4, natomiast przeciwdziedzina to N.

Relacje sa zbiorami, zatem mozemy na nich wykonywaé standardowe dziatania (suma, iloczyn,
itd.).
Twierdzenie 3.5. Dla dowolnych relacji S, T C X XY zachodzi:
(i) D(SUT) = D(S) U D(T),
(ii) D*(SUT) = D*(S)UD*(T),
(iii) D(SNT) € D(S) N D(T),
(iv) D*(SNT) C D*(S)nD*(T).
Dowdad.
(i)
xeDSUT) < Jyey 2(SUT)y Ely(y €Y A (:vSy\/:cTy))
< Fy((yeY AaSy)V (y €Y ANaTy))
< yyeY AzSy) VI (yeY AaTy)
< zeDS)Vee D(T) < z € D(S)UD(T).
O

Przyktad 3.6. W punktach (iii) i (iv) w Twierdzeniu 3.5 nie mozemy zastapi¢ inkluzji réowno-
§cia. Niech S = {(1,2),(1,3),(2,3)} oraz T = {(1,2),(2,4)}. Wtedy SNT = {(1,2)}. Mamy tez
D(S) = {1,2} oraz D(T) = {1,2}. Zatem D(S)ND(T) ={1,2} # {1} = D(SNT).

Definicja 3.7 (Ztozenie relacji). Niech S C X xY oraz T' C Y x Z. Wtedy mozemy zdefiniowaé
ztozenie relacji T oS C X X Z w nastepujacy sposob:

ToS={(z,2) € X xZ:3yey ((x,y) € SA(y,2) €T)}.

Definicja 3.8 (Relacja odwrotna). Relacjg odwrotng do relacji R € X x Y nazywamy relacje
R~ zdefiniowana w nastepujacy sposob:

RY'={(y,2) €Y x X: (z,y) € X xY}.

Przyktad 3.9. Niech A = {0,1,2}, B = {2,3,4} oraz C = {3,4,5}. Zdefiniuyjmy R C A x B
oraz S C B x C nastepujaco:

R ={(0,0),(0,1),(1,2),(1,3),(2,4)},  S={(2.3),(3,4),(4,5),(2,5)}.
Wtedy
AxCDSoR={(1,3),(1,5),(1,4),(2,5)},
Bx AD R =1{(0,0),(1,0),(2,1),(3,1),(4,2)}.



Twierdzenie 3.10. Dla dowolnych relacji R C X xY, 5,51,5% CY X Z orazT C ZxU
zachodzi:

(i) To(SoR) = (ToS)oR

(ii) (SoR)"'=R1toS™ 1

)
(i) (RUS)' =R tuS™,
(iv) (RNS)"'=RtNnsS !,
v) (R =R,
(Vl) (51 U SQ) oR= (Sl o R) (52 o R),

(vii) (S1NS2)oRC (S10R)N(S20R).
Dowdd. Dla przyktadu pokazemy punkt (iv)
(z,y) € (RNS)™ < (y,z) € RNS  (y,2) ERA (y,z) €S
o (zy) eRTIA(zy) €S & (z,y) eRINSTE
oraz punkt (vii)
(x,2) € (S1NS2)o R < Fyey €ERA(y,z) € 51NSs)
) € S1A(y,2) € Sa)
) €S1A(z,y) € RA(y,2) € S2)
Y) € RA(y,2) € S1) Ayey ((z,y) € RA (y,2) € Sa)
(z,2) € (51 o R)A(x,2) € (Sz0R)
< (z,2) € (S1oR)N(S20R). O
Uwaga 3.11. Pokazemy, ze nie zawsze zachodzi réwnosé (S1NS2)oR = (S10R)N(S20R). Niech

S1={(1,3)}, S2 ={(2,3)} oraz R ={(0,1),(0,2)}. Wtedy S1N Ry =10, czyli (S1NS3)oR = 0.
Ale S1o R={(0,3)} = S20R, czyli (S1oR)N(S20R) ={(0,3)} # 0.

Tl Tz

3.2. RODZAJE RELACIJI

Definicja 3.12. Niech R C X x X.
1. R jest relacja zwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy

Veex TRx.
2. R jest relacja antyzwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy
Veex TzRx.
3. R jest relacja symetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy
Vazyex (tRy — yRx).
4. R jest relacja antysymetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy
Veyex (xRy — —yRx).
5. R jest relacja stabo antysymetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy
Vayex (xRy NyRx — x =y).
6. R jest relacja przechodnig wtedy i tylko wtedy, gdy
Vayzex (Ry NyRz — zRz).
7. R jest relacja spdjng wtedy i tylko wtedy, gdy
Veyex (zRyV yRx).
8. R jest relacja stabo spdjng wtedy i tylko wtedy, gdy

Veyex (xRyV yRx Vx =1y).
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9. R jest relacja réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechod-
nia.
10. R jest relacja quasi-porzqdku(praporzqdku) wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna i przechod-
nia.
11. R jest relacja czeSciowego porzgdku wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna, antysymetryczna
i przechodnia.
12. R jest relacja porzgdku liniowego wtedy i tylko wtedy, gdy jest czesciowym porzadkiem i jest
spojna.
Przyktad 3.13. Zbadaé¢ wtasnosci relacji:
(a) Niech X ={1,3,6,17}, Y = {3,5} oraz R = {(1,3), (1,5), (3,5), (17, 3)}.
(b) Niech X =Y oraz niech xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest wyzszy od y.
) Niech X =Y =R oraz R = {(z,y) € R?: 22 +¢* = 1}.
) Niech X =Y = N oraz niech xRy wtedy i tylko wtedy, gdy « jest dzielnikiem y.
e) Dla dowolnego zbioru X definiujemy relacje 1x C X2 w nastepujacy sposob: 1y = {(z,z): z €
X}
(f) Dla dowolnego zbioru X relacje pelng jako X2.

b
(c
(d
(

Relacje na zbiorach skoniczonych mozna reprezentowac za pomocs tabelek za pomoca grafow
skierowanych.

Przyktad 3.14. Niech A = B = {0, 1,2,3}. Rozwazmy relacje
R ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(0,2),(2,0),(1,3), (3, 1)},
S =1(0,1),(1,2),(0,2),(0,3),(1,3)},
T ={(2,0),(0,3),(3,1),(1,1)}.

Tabelki dla powyzszych relacji wygladaja nastepujaco:

R0 1 2 3 Slo 1 2 3 T|0o 1 2 3
0+ + 0 + + + 0 +
1 + + 1 + + 1 +
2|+ + 2 2 |+

3 + + 3 3 +

Narysowaé¢ odpowiednie grafy.

Jedli relacja jest zwrotna, to kazdy element z przekatnej w tabelce musi naleze¢ do relacji.
Analogicznie, jesli relacja jest antyzwrotna, to zaden element z przekatnej nie nalezy do relacji.

Jegli relacja jest symetryczna, to tabelka jest symetryczna wzgledem przekatnej. Analogicznie,
jesli relacja jest antysymetryczna, to zadne dwa elementy o wspolrzednych (4, 7) i (j,7) z tabelki
nie moga réwnoczesnie naleze¢ do relacji.

Twierdzenie 3.15. Niech R C X x X. Wtedy

(i) R jest relacjg zwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy 1x C R,

(i) R jest relacjg symetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy R C R™1,

(iii) R jest relacjg przechodniq wtedy 1 tylko wtedy, gdy Ro R C R.

Dowad.

(i) Z definicji R jest relacja zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego = € X para (z, z)
nalezy do R. A to jest rownowazne temu, ze 1x C R.

(ii) Z definicji R jest relacja symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwoch elemen-
tow x,y € X jezeli (z,y) € R, to rowniez (y,z) € R. Poniewaz (y,x) € R jest rownowazne
temu, ze (x,y) € R™!, zatem rzeczywigcie dowolna para (r,y) z relacji R nalezy rowniez
do relacji R, czyli R C R 1,

(iii) Z definicji R jest relacja przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych trzech ele-
mentow z,y,z € X jezeli (x,y) € R oraz (y,z) € R, to rowniez (x,z) € R. Niech zatem
(z,y) € R oraz (y,z) € R. Oznacza to, ze istnieje taki ,posrednik” pomiedzy = i z (jest
nim y), ze (z,2) € Ro R. Zatem Ro R C R.
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O

Whiosek 3.16. Relacja R C X? jest relacjg réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy R =
RoR'uU 1x.

Dowad.

,—": Niech R bedzie relacja rownowaznosci. Chcemy pokaza¢ dwie inkluzje.

C: Niech (z,y) € R. Poniewaz R jest symetryczna, to (x,7) € R™!. Czyli istnieje element
posredni pomiedzy i y (jest nim ) taki, ze (z,y) € R~ o R. Zatem x € Ro R™1 U 1y.

D: Niech (z,9) € Ro R~ U ly. Wtedy (z,y) € Ro R~ lub (z,y) € 1x. W drugim przypadku
x musi by¢ rowne y, czyli (z,y) = (z,x), a ta para nalezy do relacji R ze zwrotnosci R. Niech
zatem (z,y) € Ro R™'. Wtedy istnieje z € X taki, ze (z,2) € R™! oraz (z,y) € R. Z symetrii
relacji R mamy, ze jest to rownowazne temu, ze istnieje z € X taki, ze (z,z) € Roraz (z,y) € R.
Z przechodnioéci R dostajemy wiec, ze (z,y) € R.

.<" Niech R = Ro R~' U 1x. Wtedy relacja R jest zwrotna, poniewaz 1x C R. Niech
(x,7) € R. Wtedy (y,z) € R™'. Ze zwrotnosci relacji R mamy, ze (z,2) € R. Zatem z tego, ze
(y,2) € Ro R™1 czyli (y,2) € R, co dowodzi symetrii relacji R. Poniewaz R jest symetryczna,
zatem R = R™'. W zwigzku z tym Ro R = Ro R™! C R, czyli R jest przechodnia. (]

3.3. RELACJA ROWNOWAZNOSCI I KLASY ABSTRAKCJI

Definicja 3.17. Niech R C X bedzie relacjg rownowaznosci. Definiujemy klase rdwnowaznosci
(abstrakcji) elementu € X w nastepujacy sposob:

[z]r = {y € X: zRy}.

Element x nazywamy reprezentantem klasy [z]|g.
Zbior klas rownowaznosci relacji R nazywamy zbiorem ilorazowym i oznaczamy przez X/R.
Czyli
X/R={[z]p: v € X}.

Przyktlad 3.18.

1. Relacja R C N? zdefiniowana nastepujaco: nRm <+ 2|(n + m) jest relacja réwnowaznosci.
Ma dwie klasy abstrakc;ji:

0]r = {2k: k € N} oraz [z = {2k + 1: k € N}.

2. Relacja R C N? zdefiniowana nastepujaco: nRm <> 3|(n — m) jest relacja réownowaznogci.
Ma trzy klasy abstrakc;ji:

0lr = {3k: ke N}, [1lg = {3k +1: k € N} oraz [l]g = {3k +2: k € N}.

3. Relacja R C N? zdefiniowana nastepujaco: nRm < 3|(n+m) nie jest relacja rownowaznogci.
Niechn =1, m = 2, k = 1. Wtedy nRm oraz mRk, ale nie jest prawda, ze nRk, zatem relacja
nie jest przechodnia.

4. Niech X = {{az+b: x € R}: a,b € R}, czyli X jest zbiorem prostych na plaszczyznie R?. Re-
lacja rownoleglosci || okreglona na X? jest relacja rownowaznosci. Relacja ta ma nieskonczenie
wiele klas abstrakcji, kazda z nich jest postaci

laz]| = {{ax +b: x € R}: b€ R}.

5. Dla dowolnego zbioru X relacja 1x jest relacja rownowaznosci. Relacja ta ma tyle klas abs-
trakcji ile element6ow jest w zbiorze X, poniewaz dla dowolnego elementu z € X mamy

[z]1, = {z}.
6. Dla dowolnego zbioru X relacja X? jest relacja rownowaznosci. Relacja ta ma tylko jedna

klase abstrakcji, poniewaz wszystkie elementy sa ze sobg w relacji: dla kazdego elementu
z € X mamy

[LE]X2 = X2.
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Uwaga 3.19. Dia dowolnej relacji R C X? i dowolnego elementu x € X klasa [x]g jest niepusta,
poniewaz ze zwrotnosci R mamy, ze x € [x|r. Zatem zZadna klasa réwnowaznosci nie moze byé
pusta.

Twierdzenie 3.20. Niech R C X? bedzie relacjg réwnowaznosci. Nastepujgce warunki sq réw-
nowazne:

() el [yl # 0,
(i) [z]r = [Y]r,
(iii) zRy.
Dowdad.
(i)—(ii) Niech [z]g N [y]r # 0. Istnieje wtedy taki element z € X, ze z € [z]gr N [y|r. Zatem
xRz oraz yRz. Niech a bedzie dowolnym elementem ze zbioru [z]r. Wtedy
a € [z]gp < zRa < zRaNzRzAyRz
< aRx NxRz A zRy < aRy — a € [y|r.
(ii)—(iii) Niech [z]r = [y]r. Wiemy, ze x € [x]g oraz y € [yg]. Zatem z i y naleza do tej samej
klasy abstrakcji, a zatem zRy.
(iii)—(i) Niech zRy. Wtedy y € [z|g. Ponadto wiemy, ze y € [y|g, czyli y € [z|r N [y]r, a
zatem rzeczywiscie [x]g N [y|gr # 0.
O

Definicja 3.21. Niech X # ). Rodzine P C P(P(X)) nazywamy rozkladem zbioru X, gdy:

1. Vacp A #0,
2. UP = X,
3. YaepVBep (A #B—>ANB= @)

Twierdzenie 3.22. Niech P bedzie rozktadem zbioru X . Definiujemy relacje Rp nastepujgceo:
xRpy < Jacp (€ ANy € A).

Wtedy:
(i) relacja Rp jest relacjg réwnowaznosci,
(i) X/Rp = P.

Dowdd.

(i) Relacja Rp jest zwrotna, poniewaz dla kazdego elementu z musi istnie¢ zbior A € P,
do ktorego x nalezy. Relacja Rp jest symetryczna, poniewaz koniunkcja jest przemienna.
Pozostaje pokaza¢ przechodnioéé relacji Rp. Niech xRpy oraz yRpz. Wtedy istnieje zbior
A € P, do ktorego naleza x i y, oraz istnieje zbior B € P, do ktorego naleza y i z. Zatem
zbior AN B jest niepusty, co oznacza, ze A = B. Zatem istnieje zbior z podziatu, do ktérego
naleza z i z.

(i) ,<” Niech A € X/Rp. Wtedy istnieje element x € X taki, ze A = [z]r,. Niech B bedzie
zbiorem z rozkladu P takim, ze z € B. Poniewaz z nalezy do doktadnie jednego zbioru z
podziatu, wiec A = B. Stad A € P.

»,=2" Niech A € P. Wtedy A jest zbiorem niepustym. Niech z bedzie elementem z A.
Wowczas A = [z]gr,. O

Czesé 4. Funkcje

Definicja 4.1. Funkcjg czeSciowqg prowadzaca ze zbioru X w zbiér Y nazywamy relacje f C
X XY speliajaca warunek:

(1) Vacx Vyzev ((1,y) € fA(2,2) € f >y =2).
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Funkcjqg prowadzaca ze zbioru X w zbiér Y nazywamy funkcje czesciowa f C X x Y spelnia-
jaca warunek:

(2) \V/IEX E|y€Y (a:,y) € f
Gdy f C X x Y jest funkcja czesciowa, to piszemy f: X --» Y, natomiast gdy f jest funkcja
uzywamy zapisu f: X — Y. Gdy f jest funkcja czesciowa i para (z,y) nalezy do f, to piszemy
f(x) =y i mowimy, ze y jest wartoscia funkcji f dla argumentu .
Przyktad 4.2.
1. RCR xR taka, ze (z,y) € R + 22 = 32 nie jest funkcja czesciows.
2. R C R x R taka, ze (z,y) € R <> 2% = y? jest funkcja.
3. RCN x Z taka, ze (z,y) € R +> 22 = 3 jest funkcja czesciowa, ale nie jest funkcja.
4. R CN x Z taka, ze (z,y) € R <+ 2> = y? nie jest funkcja czesciowa.
Definicja 4.3 (Dziedzina i przeciwdziedzina funkcji). Niech dana bedzie funkcja czesciowa
f: X --» Y. Dziedzing f nazywamy zbior

Dom(f) ={z € X: Jyey f(z) =y}
Gdy f jest funkcja, to oczywiscie Dom(f) = X. Przeciwdziedzing lub zbiorem wartosci f nazy-
wamy zbior
Rg(f) ={y € Y: Jex f(z) =y}
Przyktad 4.4.
1. Dla funkcji f: N — N takiej, ze f(n) = —2n — 2 mamy Dom(f) = N oraz Rg(f) = {2k: k €
Z_}.
2. Dla funkcji czesciowej f: R — R takiej, ze f(x) = |tg x| mamy Dom(f) = R\{5+kn: k € Z}
oraz Rg(f) =R, U{0}.
Definicja 4.5 (Obciecie funkcji). Niech dana bedzie funkcja f: X — Y. Obcieciem funkcji f
do zbioru Z C X nazywamy funkcje f [z: Z — Y taka, ze dla kazdego z € Z zachodzi réownosc¢

f@)=f1z (2).

Przyklad 4.6. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem f(x) = |x|. Wtedy obciecie funkcji f

do zbioru liczb naturalnych f [y— R jest po prostu funkcjg identycznosciowa f |y (z) = 1y = «.
Funkcje sa relacjami, wiec mozemy zdefiniowa¢ operacje ztozenia funkcji.

Lemat 4.7. Ztozenie funkcji f: X — Y oraz g: Y — Z jest funkcjqg ze zbioru X w zbior Z.

Przyktlad 4.8.

. fiRozw—sinz e [-1,1], g: [-1,1] 22— logg |z + 2| € [0,1], go f(z) = ....

2. fRox—e"eR,,g: Ry 2z —Inz eR, ...

Definicja 4.9 (Obraz i przeciwobraz). Niech dana bedzie funkcja f: X — Y oraz niech A C X
iBCB.

1. Obrazem zbioru A przez funkcje f nazywamy zbior

F(A) = {y€Y: Fuen flz) = y).

2. Przeciwobrazem zbioru B przez funkcje f nazywamy zbior
T4 = {w € X: Ayep f@) = ).

Przyktad 4.10. 1. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem f(z) = 22 — 7z + 10. Wyznaczy¢
obraz zbiorow {1,2,3}, [0,00) oraz [—10,0]. Wyznaczy¢ przeciwobraz zbiorow {0,10}, Z_
oraz (—o0,0].

2. Niech g: R? — R? bedzie zadana wzorem g(x,y) = (22 +y, z — 2y). Wyznaczy¢ obraz prostej
2z +y — 3 = 0. Wyznaczy¢ przeciwobraz okregu z2 + y% = 1.
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Twierdzenie 4.11. Niech dana bedzie funkcja f: X — Y. Dla dowolnych zbioréw A, B C X
oraz C,D CY zachodzi:

(i) F(AuB) = F(au(B),
(i) fanB)C fa)nfm),
(i) /1 (AuB) = 7 (AU f\(B),

(v) 7 AnB) =71 (4)n fU(B).

Uwaga 4.12. W punkcie (ii) inkluzji nie mozna zastqpié¢ réwnos$ciq. Rozwazmy funkcje f: {0,1} 3
x — 7 €N oraz zbiory A = {0} i B = {1}. Wtedy 7(A) = ?(B) = {7}, ale AN B =0, wiec
F(ANB) =0,

Twierdzenie 4.13. Niech dana bedzie funkcja f: X — Y. Dla dowolnych zbioréw A C X oraz
B C 7(X) zachodzi:

M) Ac f(F),

Gi) B="7(f8),

(iii) jezeli f jest iniekcjq, to A = ?—1(7(A)).
Przyklad 4.14. Jesli funkcja f z powyzszego twierdzenia nie jest iniekcja, to w punkcie (i)
nie mozemy zastapi¢ inkluzji réwnoscia. Niech bowiem 1 i x5 beda réznymi elementami zbioru
X takimi, ze f(z1) = f(x2). Rozwazmy zbior A = {z1}. Wtedy f (A) = {f(z1)}. Ale wtedy
T @) = 71 ({f@0)) 2 {2} # A
Definicja 4.15. Niech dana bedzie funkcja f: X — Y.

1. Jezeli spetniony jest warunek

Voraex (f(@1) = f(22) = 21 = 32),

to funkcje f nazywamy iniekcjg lub funkcja rdznowartosciowq. Piszemy wtedy f: X — Y.
2. Jezeli spelniony jest warunek

Vyey Jeex f(z) =1y,

to funkcje f nazywamy suriekcjg lub funkcja na. Piszemy wtedy f: X — Y.
3. Jezeli funkcja f jest iniekcjg i suriekcja, to f nazywamy bijekcjg.

Przykltad 4.16. Sprawdzié, czy podane funkcje sa iniekcjami, suriekcjami, bijekcjami. Wyzna-
czy¢ zbiér wartosci. Jesli funkcja jest bijekcja, wyznaczyé funkcje odwrotna.

Niech f: Rz~ 3z+2€R.

Niech f: R2 2z — 55 € R.

Niech f: N> nw— (=2)" € Z.

Niech f: C3 2~z € C.

Niech f: R> z+— 3% — 2% € R.

Ol W=

Twierdzenie 4.17. Jezeli funkcja jest bijekcja, to istnieje do niej funkcja odwrotna. Funkcja
odwrotna do bijekcyi jest bijekcjqg.

Twierdzenie 4.18. Ztozenie iniekcji jest iniekcjg. Ztozenie suriekcji jest suriekcjg. Ztozenie
bijekcyi jest bijekcjq.

Definicja 4.19 (Jadro odwzorowania). Dla dowolnej funkcji f: X — Y definiujemy relacje
Ker(f) C X2, zwang jgdrem odwzorowania f w nastepujacy sposob:

(z1,22) € Ker(f) < f(x1) = f(z2).

Lemat 4.20. Dla dowolnej funkcji f relacja Ker(f) jest relacja réwnowaznosci.
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Dowdd. Niech f: X — Y. Dla dowolnego elementu z € X para (z,z) nalezy do Ker(f), bo
f(z) = f(x). Niech (x1,22) € Ker(f), czyli f(z1) = f(x2) Wtedy oczywiscie rowniez (z2, 1) €
Ker(f). Niech (z1,x2), (z2,23) € Ker(f). Wtedy f(z1) = f(z2) oraz f(xs) = f(x3), czyli
f(z1) = f(x3), a zatem (z1,x3). Relacja Ker(f) jest wiec zwrotna, symetryczna i przechodnia,
a zatem jest relacja rownowaznosci. U

Twierdzenie 4.21 (O faktoryzacji). Dla kazdej funkcyi f: X — Y istnieje zbior Z oraz suriekcja
g: X — Z 1 iniekcja h: Z —'Y takie, Ze f = hog.

Dowdd. Niech Z bedzie zbiorem klas abstrakcji relacji Ker(f). Definiujemy funkcje g: X —
X/ Ker(f) jako g(x) = []ker(s), czyli kazdemu elementowi = ze zbioru X funkcja g przypo-
rzadkowuje klase abstrakcji [x]Ker( 7)- Tak zdefiniowana funkcja g jest suriekcja, poniewaz zadna
klasa abstrakcji nie jest pusta, czyli kazdy element ze zbioru X/ Ker(f) jest wartoscig funkcji g.

Definiujemy teraz h: X/ Ker(f) — Y jako funkcje przyporzadkowujaca kazdej klasie abstrak-
cji [Z]ker(r) jeden z jej elementow, czyli

h={(u,y) € X/Ker(f) x YV: Jpex u= [z]ger(s) N f(2) = 9.}

Tak zdefiniowana funkcja h jest funkcja, gdyz zgodnie z definicja relacji Ker(f) funkcja f przy-
pisuje wszystkim elementom danej klasy abstrakcji te same wartosci.

Pokazemy teraz, ze h jest iniekcja. Niech uj,us € Z beda takie, ze h(ui) = h(us2). Istnieja
wtedy takie elementy x1,72 € X, Ze [¥1]ger(s) = U1 Oraz [T2]ker(ry = u2. Z definicji funkcji
h mamy h(uy) = f(z1) oraz h(uz) = f(x2). Poniewaz h(ui) = h(usz), zatem f(x1) = f(x2).
Wynika stad, ze (21, 72) € Ker(f), czyli [1]ker(f) = [T2]ker(f)- Oznacza to, ze uy = uz, czyli h
rzeczywiscie jest iniekcja.

Pokazemy teraz, ze f = hog. Ustalmy x € X. Wtedy g(z) = []ker(f) 0raz h([7]ker(p)) = f(T).
Zatem ho g(z) = f(x) dla kazdego elementu = € X. O

Przyktad 4.22. Niech X bedzie zbiorem kwadratow na ptaszczyznie. Rozwazmy funkcje f: X —
N, przypisujaca kazdemu kwadratowi dtugosé jego boku. Wtedy Ker(f) wyznacza podzial zbioru
kwadratéw na rodziny kwadratéw o takich samych dtugosciach bokéw. Funkcja h z Twierdzenia
o faktoryzacji przypisuje kazdej takiej rodzinie kwadratéow liczbe naturalng bedaca dlugoscia
boku tych kwadratow.

Czesé 5. Teoria mocy

Definicja 5.1. Powiemy, ze dwa zbiory X i Y sa réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
bijekcja miedzy nimi. Piszemy wtedy X ~ Y.

Przyktad 5.2. 1. Dwa zbiory skoriczone sa réwnoliczne, jezeli maja tyle samo elementéw. Na
przyktad zbiory {1,2,3,4} oraz {x € R: 2* — 322 + 1 = 0} sa rownoliczne: oba maja 4
elementy.

2. 7Zbiér liczb naturalnych N jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych parzystych Par, po-
niewaz istnieje bijekcja miedzy nimi, na przyktad f: N> n — 2n € Par.

Drugi z przyktadéw pokazuje, ze zbiér moze by¢ réwnoliczny ze swoim podzbiorem wlasciwym.
Opowieé¢ o Hotelu Hilberta.

Twierdzenie 5.3. Dla dowolnych zbiorow X, Y oraz X zachodzi:

1. X~ X,
2. jezeli X ~Y,toY ~ X,
3. jezeli X ~Y orazY ~ Z, to X ~ Z.

Dowdd. 1. Jako bijekcje ustalajaca rownolicznosé X z samym sobg wystarczy wzia¢ 1y (iden-
tycznosé na X).
2. Niech f: X — Y bedzie bijekcja. Wtedy istnieje funkcja odwrotna f~':Y — X, ktora
rowniez jest bijekcja.
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3. Niech f: X — Y oraz g: Y — Z beda bijekcjami. Ztozenie bijekcji jest bijekcjg, a zatem
go f: X — Z ustala rownolicznos¢ X z Z. (]

Dzieki powyzszemu twierdzeniu widaé, ze mozemy dokonaé klasyfikacji zbioréow ze wzgledu
na ich licznosé.

Definicja 5.4. Kazdemu zbiorowi X przyporzadkowujemy jego liczbe kardynalng (jego moc)
oznaczana przez | X | (lub X, #X) w taki sposob, ze dwém zbiorom X i Y jest przyporzadkowana
ta sama liczba kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory te sg rownoliczne, czyli |X| = |Y|
wtedy i tylko wtedy, gdy X ~ Y.

Nalezy podkredli¢, ze rownoliczno$é ~ nie jest relacja, okreslamy ja bowiem dla dowolnych
zbioréw, ktore nie tworzg zbioru.

5.1. ZBIORY PRZELICZALNE

Definicja 5.5. Zbiorem przeliczalnym nazywamy kazdy zbiér rownoliczny ze zbiorem liczb na-
turalnych N. Moc zbioréw przeliczalnych oznaczamy symbolem N.
Zbiorem co najwyzej przeliczalnym nazywamy kazdy zbioér skoriczony lub przeliczalny.

Przyktlad 5.6. 1. Zbiér pusty jest co najwyzej przeliczalny.

2. 7Zbior {1,3,6} jest skonczony, a wiec jest co najwyzej przeliczalny.

3. Zbiodr liczb naturalnych jest przeliczalny, poniewaz N ~ N.

4. 7Zbiér liczb naturalnych parzystych jest przeliczalny, poniewaz N ~ Par.
5. Zbior liczb pierwszych jest przeliczalny, poniewaz N ~ Par.

Twierdzenie 5.7. Zbior liczb catkowitych jest przeliczalny.

Dowaod. Ustalamy bijekcje pomiedzy Z oraz N w nastepujacy sposob:

| 2k gdy k>0
f(k)_{ —2k—1 gdyk<0"

O

Intuicyjnie rzecz ujmujac, zbiér jest co najwyzej przeliczalny, gdy jego elementy daja sie
ustawi¢ w (skoriczony lub nieskoriczony) ciag. Innymi stowy, mozna je ,przeliczyc”.

Twierdzenie 5.8. Zbior A # 0 jest co najwyzej przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
zbtorem wyrazow pewnego ciggu nieskonczonego.

Dowdad.

— Niech A bedzie zbiorem skoniczonym {ag, . .., an}. Wtedy jest on zbiorem wyrazow pewnego
ciggu nieskonczonego (by)nen okreslonego w nastepujacy sposob: b; = a; dla kazdego i €
{0,...,m} oraz b; = a,, dla kazdego ¢ > m. Jezeli natomiast A jest zbiorem nieskonczonym i
co najwyzej przeliczalnym, to jest przeliczalny, a zatem istnieje bijekcja f: N — A. Wtedy A
jest zbiorem wyrazow ciagu nieskoriczonego (b, )nen okreslonego jako b, = f(n) dla kazdego
n € N.

< Niech A bedzie zbiorem wyrazow pewnego ciaggu nieskoniczonego (b, )nen. Jezeli A jest zbio-
rem skonczonym, to z definicji jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Niech wiec A bedzie
zbiorem nieskoriczonym. Zdefiniujmy funkcje f: N — A a nastepujacy sposob: f(0) = by
oraz f(i) jest rowne pierwszemu wyrazowi ciagu (by)nen roznemu od kazdego z wyrazow
bo, . ..,bp_1. Tak zdefiniowana funkcja jest bijekcja, a zatem A jest przeliczalny. U

Twierdzenie 5.9. Podzbior zbioru co najwyzej przeliczalnego jest co najwyzej przeliczalny.

Dowdd. Niech X bedzie zbiorem co najwyzej przeliczalnym oraz niech ¥ C X. Jezeli Y jest

zbiorem skoticzonym, to z definicji jest co najwyzej przeliczalny. Jezeli Y = X, to réwniez jest

co najwyzej przeliczalny. Zal6zmy zatem, ze Y jest nieskoniczony oraz Y & X. Poniewaz X jest

wtedy zbiorem nieskonczonym, a zatem zbiorem przeliczalnym, to istnieje bijekcja f: N — X,

Definiujemy ¢g: N — Y w nastepujacy sposob: g(0) = f(ng), gdzie ng = min{i € N: f(i) € Y}
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oraz g(k) = f(ng), gdzie n, = min{i € N: f(i) € Y Ai > ni_1}. Tak okreslona funkcja g jest
bijekcja, a zatem Y jest réwnoliczny z X, czyli jest co najwyzej przeliczalny. O

Twierdzenie 5.10. Suma dowolnej skoriczonej liczby zbioréw co najwyzej przeliczalnych jest co
najwyzej przeliczalna.

Dowdd. Wystarczy pokazac, ze suma dwoch zbioréw co najwyzej przeliczalnych jest co najwyzej
przeliczalna. Teza twierdzenie wynika nastepnie z prostej indukcji. Niech zatem dane beda dwa
zbiory co najwyzej przeliczalne X i Y. Jezeli jeden z nich jest pusty, to teza jest oczywista.
Niech oba beda niepuste oraz niech f: N — X oraz g: N — Y przeksztatcaja oba zbiory na N.
Definiujemy funkcje h: N — X UY w nastepujacy sposob:

h(n) = f(n) gdy n jest parzyste

g(n) gdy n jest nieparzyste

Funkcja g przeksztalca N na zbior X UY, a zatem jest on co najwyzej przeliczalny. U
Twierdzenie 5.11. Zbior N jest réwnoliczny z N2,
Dowdd. (Kodowanie plaszczyzny) Zdefiniujmy funkcje C': N2 — N w nastepujacy sposob:

Cn.m) (n—l—m)(r;—i—m—i—l) e

Powyzsza funkcje nazywamy funkcjq pary Cantora. Jest ona bijekcja. [wymaga uzupetnienia| O

Whiosek 5.12. Produkt kartezjariski skoriczenie wielu zbiordw co najwyzej przeliczalnych jest
co najwyzej przeliczalny.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze produkt kartezjanski dwoch zbioréw co najwyzej przeliczalnych
jest co najwyzej przeliczalny. Uogdlnienie na dowolng skoiiczong liczbe zbioréw to prosta induk-
cja.

Niech dane beda dwa zbiory co najwyzej przeliczalne X i Y. Jezeli jeden z nich jest pusty,
to X X Y jest pusty, czyli co najwyzej przeliczalny. Jezeli jeden ze zbioréw jest skoniczony,
bez straty ogblnosci mozemy zalozy¢, ze jest to X, to iloczyn kartezjariski X x Y jest suma
skoniczenie wielu zbioréw co najwyzej przeliczalnych. Niech bowiem X = {x1,...,2,}. Wtedy
X XY ={z} xY)U...U({xn} xY). Kazdy ze sktadnikow tej sumy ma moc taka jak YV, a
zatem cala suma jest co najwyzej przeliczalna.

Zalozmy wiec, ze oba zbiory sa nieskorniczone, a zatem przeliczalne. Wtedy istnieja bijekcje
f: X — Noraz g: Y — N. Rozwazmy naturalng bijekcje f x g: X x Y — N x N zdefiniowana
jako (f x g)(n,m) = (f(n),g(m)). Aby pokaza¢, ze X X Y jest przeliczalny, wystarczy wzigc
ztozenie dwoch bijekeji C o (f x g): X x Y — N, ktore ustanawia réwnolicznosé zbiorow X x Y
oraz N. O

Twierdzenie 5.13. Suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna.

Dowdd. Wiemy, ze kazdy zbior przeliczalny jest rownoliczny ze zbiorem N oraz ze dla dowolnego
k € N, istnieje bijekcja fi.: N¥ — N. Pokazemy, ze UkeN+ N* jest zbiorem przeliczalnym. Ele-
mentami zbioru Uyey, N* sg skoriczone ciagi (aq,...,ax). Kazdemu takiemu ciggowi mozemy
przyporzadkowaé pare (k, fi(ai,...,ar)) € Ny x N. Zauwazmy, ze takie przyporzadkowanie jest
bijekcja ze zbioru UkeN+ N* na zbiér Ny x N: wynika to natychmiast z bijektywnosci wszyst-
kich funkcji fr. Poniewaz zbiér Ny X N jest przeliczalny, zatem réwniez UkeN+ N* musi by¢
przeliczalny. (]

Twierdzenie 5.14. Zbior liczb wymiernych Q jest réwnoliczny z N.

Dowdd. Na mocy powyzszych twierdzen zbiér Z x N jest zbiorem przeliczalnym. Zauwazmy
teraz, ze kazda liczba wymierna daje si¢ przedstawi¢ w postaci 7, gdzie m € Z oraz n € N.
Zdefiniujmy funkcje g: Z x N — Q jako g(m,n) = ™. Tak okreslona funkcja przeksztalca Z x N
na Q, a zatem moc Q jest nie wieksza niz moc zbioru Z x N. Poniewaz Q jest nieskonczony, wiec
jest przeliczalny. U
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Whiosek 5.15. Zbior wszystkich ciggow skoriczonych jest przeliczalny. Zbior wszystkich wielo-
miandw jest przeliczalny. Zbior liczb algebraicznych jest przeliczalny.

5.2. ZBIORY NIEPRZELICZALNE

Istnieja zbiory, ktérych elementy nie sposoéb ustawi¢ w cigg. Takie zbiory nazywamy nieprze-
liczalnymi.

Definicja 5.16. Zbiory, ktore nie sa co najwyzej przeliczalne nazywamy nieprzeliczalnyms.

Lemat 5.17. Kazda liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1] ma jednoznaczne dziesietne rozwiniecie
nieskoriczone, ktore nie jest od pewnego miejsca stale rowne 0.

Twierdzenie 5.18. Zbior liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1] jest nieprzeliczalny.

Dowdd. Pokazemy, ze nie istnieje bijekcja f: N — (0, 1]. Dla dowodu nie wprost zalozmy, ze taka
bijekcja istnieje. Oznacza to, ze kazda liczba z przedziatu (0, 1] jest wyrazem ciagu (f(n))nen.
Oznaczmy i-tg cyfre w rozwinieciu dziesietnym liczby f(n) przez fi(n).

Rozwazmy teraz liczbe rzeczywista a € (0,1] o reprezentacji dziesietnej a = 0, apajazas. . .
taka, ze

a; = (fi(i) + 1) mod 10.

Poniewaz f jest bijekcja, zatem istnieje taka liczba naturalna k, dla ktorej f(k) = a. Wtedy
k-ta cyfra w rozwinieciu dziesietnym a jest rowna fi(k). Z drugiej strony, z definicji liczby a,
k-ta cyfra w rozwinieciu dziesietnym, czyli ag, jest rowna fi(k) + 1. Dostajemy zatem réwnosé
fr(k) = fr(k) + 1, otrzymujac sprzecznosé.

Oznacza to, ze nie istnieje bijekcja f: N — (0, 1]. Poniewaz (0, 1] nie jest zbiorem ani skon-
czonym ani przeliczalnym, zatem jest zbiorem nieprzeliczalnym. U

Twierdzenie 5.19. Zbiory (0,1) i (0,1] sg réwnoliczne.

Dowdd. Rownolicznosé jest ustanowiona na przyktad przez bijekcje f: (0,1) — [0, 1] zdefinio-
wang w nastepujacy sposob:
1

L, gdy z = 3
flz) = n—_lﬂ, gdy = = #_3 dla pewnego n € N . O
x, w przeciwnym przypadku

Twierdzenie 5.20. Zbidr liczb rzeczywistych jest réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych z
przedziatu (0,1).

Dowdd. Wskazemy bijekcje miedzy rozwazanymi zbiorami. Pokazemy najpierw, ze (0,1) ~ (0, 7).
Wystarczy wziac funkcje f: (0,1) >  — 7 € (0, 7). Rownolicznosé (0, 7) ~ R jest ustanowiona
przez funkcje cotangens: (0,7) 3 x +— ctgx € R jest bijekcja. O

Definicja 5.21. Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywamy continuum i oznaczamy przez c.
Twierdzenie 5.22 (bez dowodu). Zbidr liczb niewymiernych ma moc c.

Twierdzenie 5.23 (bez dowodu). Zbior wszystkich podzbioréw N ma moc ¢. Zbidr wszystkich
nieskoriczonych podzbioréw N ma moc ¢. Zbidr wszystkich skoriczonych podzbioréw N ma moc RNg.

5.3. TWIERDZENIE CANTORA-BERNSTEINA
Lemat 5.24. Niech dane bedg zbiory A, B i C. Jezeli C C B C A oraz |A| = |C|, to |A| = |B|.

Dowdd (nieobowigzkowy). Poniewaz zbiory A i C sg rownoliczne, zatem istnieje bijekcja f: A —
C. W dowodzie skonstruujemy bijekcje g: A — B. Definiujemy rekurencyjnie ciag zbiorow:

Zo=B\C,
Zn+l = ?(Zn)

27



Niech Z := {J,,cry Zn- Zauwazmy, ze dla kazdego n € N zachodzi inkluzja Z, C B. Stad wynika,
ze rowniez Z C B. Definiujemy teraz g: A — B w nastepujacy sposob:

| f@), edyzeA\Z
gle) = x, gdy z € Z '

Tak zdefiniowana funkcja jest poprawnie okreslona. Wystarczy zatem pokazac, ze jest bijekcja.
Pokazemy najpierw, ze ¢ jest iniekcja. Niech aj, a2 beda elementami ze zbioru A takimi, ze
a1 # az. Udowodnimy, ze w kazdym z trzech ponizszych przypadkow g(ai) # g(az).

(a) Jezeli a1,a2 € Z, to g(a1) = a1 # az = g(az).

(b) Jezeli aj,a2 € Z, to g(a1) = f(a1) oraz f(az) = g(az). Poniewaz f byta iniekcja, zatem
g(a1) # g(az).

(c) Niech a1 € Z oraz az ¢ Z, co oznacza, ze g(a1) = a1 oraz g(az) = f(az). Zal6zmy nie
wprost, ze g(a1) = g(a2). Wtedy a1 = f(az2), a stad f(a2) € Z. Istnieje zatem n € N takie,
ze f(az) € Zp. Jezelin =0, to f(az) € B\ C, a w szczegolnosci f(ag) ¢ C. Jednakze f jest
bijekcja na zbioér C| zatem otrzymujemy sprzeczno$¢. Rozwazmy przypadek n > 0. Wtedy
flaz) € Z, = f(Zp-1), czyli dla pewnego z € Z,,_1 zachodzi f(x2) = z. Z iniektywnosci
funkcji f mamy zo = z, a zatem ay € Z,_1. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze as & Z.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi nieréwnosci g(aq) # g(az).

Pozostaje pokazaé, ze g jest suriekcja, czyli ze 7(A) = B. Wiemy, ze Z C B C A. Otrzymu-
jemy stad

F(A) =TF((A\2)uZ)=gA\2)uTF(2)
—Fua\zuz=Fua\2uJz.=FAa\2uB\O)u |J Z. =

neN neNL
=T nue\ou ] Fz)=Funzum\ouf(Uz) =
neN neN

= Fu\2uB\O)UT(2) =7<A>U<B\0> —CU(B\C) =
Skonstruowana funkcja g jest zatem bijekcja ze zbioru A na zbior B, co dowodzi rownolicznosci
tych zbioréw. U

Twierdzenie 5.25 (Cantora-Bernsteina). Niech dane bedg zbiory A i B. Jezeli |A| < |B| oraz
|B| < |A], to |A[ = |B|.

Dowdd (nieobowigzkowy). Nieréwnosci |A| < |B| oraz |B| < |A| oznaczaja, ze zbior A jest row-
noliczny z pewnym podzbiorem zbioru B oraz ze zbiér B jest rownoliczny z pewnym podzbiorem
zbioru A. Istnieja zatem dwie iniekcje f: A — B oraz g: B — A. Oznacza to, ze zbiory A, 7(3

i 7(?(14)) spelniaja zalozenia Lematu 5.24, tj. 7(?(14)) C ¢ (B) C A. Z iniektywnosci g
zbiory B i 7(3) sa rownoliczne, a to oznacza rownolicznosé zbiorow A i B. O

5.4. TWIERDZENIE CANTORA

Twierdzenie 5.26 (Cantora). Moc dowolnego zbioru X jest silnie mniejsza od mocy jego zbioru
potegowego P(X).

Dowdd. Aby pokazac¢, ze moc X jest nie wieksza od mocy P(X) wystarczy pokazaé, ze istnieje
iniekcja f: X — P(X). Zauwazmy, ze taka iniekcja rzeczywiscie istnieje — wystarczy zdefiniowaé
f w nastepujacy sposob: f(x) = {x}.

Aby pokazaé, ze moc X jest silnie mniejsza od mocy P(X) nalezy pokazaé, ze nie istnieje
suriekcja g: X — P(X). Zalozmy dla dowodu nie wprost, ze taka suriekcja istnieje. Zdefiniujmy
teraz nastepujacy zbiér:

B={xeX:x¢g(x)}
Tak zdefiniowany zbior B jest elementem P(X). Poniewaz g jest suriekcja musi istnie¢ taki

element b € X, dla ktorego g(b) = B. Mamy dwie mozliwosci:
28



e jezeli b € B, to z definicji B mamy b ¢ g(b), ale wtedy b ¢ B — sprzecznosé;
e jezeli b ¢ B, to z definicji B mamy b € g(b), ale wtedy b € B — sprzecznosc.
Oznacza to, ze nie istnieje poszukiwana suriekcja. U

Czesé 6. Teoria porzadku

Definicja 6.1. Niech dany bedzie zbior X. Relacje R C X? nazywamy relacjg czesciowego
porzgdku na X, jezeli jest zwrotna, stabo antysymetryczna i przechodnia. Najczesciej relacje
czesciowego porzadku bedziemy oznaczaé symbolem < x lub po prostu <. Pare (X, <) nazywamy
czeSciowym porzgdkiem, natomiast o zbiorze X moéwimy, ze jest czesciowo uporzgdkowany przez
relacje <x.

Przyktad 6.2.

1. Niech X bedzie zbiorem. Wtedy (P(X), C) jest czesciowym porzadkiem.

2. Niech | oznacza relacje podzielnosci w zbiorze liczb naturalnych. Wtedy (N4, |) jest czescio-
wym porzadkiem.

3. Para (R, <) jest czesciowym porzadkiem.

Relacje czesciowego porzadku mozemy przedstawiaé graficznie za pomocy tak zwanych dia-
gramow Hassego.

Definicja 6.3 (Elementy wyr6znione). Niech (X, <) bedzie czeSciowym porzadkiem.
1. Element « € X nazywamy elementem minimalnym, gdy Vye, (y <z — z =y).

2. Element € X nazywamy elementem maksymalnym, gdy Vyc, (x <y — z =vy).
3. Element x € X nazywamy elementem najmniejszym, gdy Vyer T < y.

4. Element x € X nazywamy elementem najwickszym, gdy Vye, y < 2.

Uwaga 6.4. Zauwazmy, ze elementy wyrdznione nie muszq istnieé¢. Elementow minimalnych
(maksymalnych) moze byé wiele, natomiast element najmniejszy (najwiekszy) moze byé tylko
jeden. Jezeli w porzqdku istnieje element najmniejszy (najwiekszy), to jest on jedynym elementem
minimalnym (maksymalnym,).

Przyktad 6.5. W czesciowym porzadku (Z, <) nie ma zadnego elementu wyréznionego. W po-
rzadku (N, <) nie ma elementéw maksymalnych ani elementu najwiekszego, natomiast 0 jest
elementem najmniejszym i minimalnym. W porzadku (X, 1x) dla co najmniej dwuelementowe-
go zbioru X kazdy element jest elementem minimalnym i maksymalnym, natomiast nie istnieje
ani element najwiekszy ani najmniejszy.

Definicja 6.6 (Majoranta, minoranta, supremum, infimum). Niech (X, <) bedzie czesciowym

porzadkiem oraz niech A bedzie podzbiorem X.

1. Element x € X nazywamy ograniczeniem gérnym (lub majorantg lub kresem gérnym) zbioru
A, gdy kazdy element ze zbioru A jest mniejszy lub rowny x, czyli gdy

Vaca a < .

Zbior ograniczen gornych danego zbioru A bedziemy oznaczaé przez Maj A.
2. Element z € X nazywamy ograniczeniem dolnym (lub minorantg lub kresem dolnym) zbioru
A, gdy kazdy element ze zbioru A jest wiekszy lub réwny z, czyli gdy

Vaca = < a.

Zbior ograniczen gornych danego zbioru A bedziemy oznacza¢ przez Min A.
3. Element x € X nazywamy supremum zbioru A, jezeli x jest najmniejszym ograniczeniem
gérnym, czyli zachodza dwa warunki:
® Vyca a <z,
b VyeX ((vaEA a < y) — T < y)-
Piszemy wtedy x = sup A.
4. Element x € X nazywamy infimum zbioru A, jezeli x jest najwiekszym ograniczeniem dolnym,

czyli zachodza dwa warunki:
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o Voca x < a,

o Vyex ((Vaea y <a) =y < ).
Piszemy wtedy x = inf A.

Przyktlad 6.7. Jakied diagramy.

Definicja 6.8 (Liniowy porzadek). Niech (X, <) bedzie czesciowym porzadkiem. Jezeli relacja
< jest spdjna, to nazywamy ja relacjqg liniowego porzgdku. O zbiorze X méwimy wtedy, ze jest
liniowo uporzgdkowany, natomiast czesciowy porzadek (X, <) nazywamy liniowym porzadkiem.

Definicja 6.9 (Lancuch i antytaricuch). Niech (X, <) bedzie czesciowym porzadkiem oraz niech

A bedzie podzbiorem X.

1. Powiemy, ze A jest taricuchem, gdy relacja < obcieta do zbioru A porzadkuje ten zbior
liniowo. Zatem taiicuchem nazywamy taki podzbidér zbioru czesciowo uporzadkowanego, w
ktorym dowolne dwa elementy sa poréwnywalne.

2. Powiemy, ze A jest antylaricuchem, gdy relacja < obcieta do zbioru A jest identycznoscia.
Zatem antylanicuchem nazywamy taki podzbiér zbioru czeéciowo uporzadkowanego, w ktérym
zadne dwa rézne elementy nie sa poréwnywalne.

Definicja 6.10 (Izomorfizm porzadkow). Niech (X, <x) oraz (Y, <y) beda dwoma czesciowymi
porzadkami. Powiemy, ze porzadki te sa izomorficzne (podobne), jezeli istnieje bijekcja f: X — Y
zachowujaca porzadek, czyli spetniajaca warunek
v:1c,y€X (1' <x vy« flr) <y f(y))
Definicja 6.11 (Porzadek gesty). Poset (X, <) jest gesty, jezeli spelniony jest warunek
Voyex (z#yNe<y—Tiex #aAz#yNz<z<y)).
Przyktad 6.12.

1. (R, <) jest gesty, poniewaz pomiedzy dwiema r6znymi liczbami rzeczywistymi istnieje rozna
od nich liczba rzeczywista.

(Q, <) rowniez jest gesty.

Posety (N, <) i (Z, <) nie sa geste.

Kazdy antytancuch jest gestym posetem.

Zaden skonczony porzadek liniowy o co najmniej dwoch elementach nie jest gesty.

Ol N

Twierdzenie 6.13. Gestosé jest przenoszona przez podobienstwo, tzn. jezeli (X, <x) jest gesty
i izomorficzny z (Y, <y), to (Y,<y) rowniez jest gesty.

Dowdd. Niech (X, <x) bedzie gestym posetem izomorficznym z posetem (Y, <y). Istnieje zatem
pewien izomorfizm f: X — Y. Jezeli zadne dwa rozne elementy z Y nie sg poréwnywalne, to Y
jest gesty wprost z definicji. W przeciwnym przypadku wybierzmy dwa rézne elementy y1,y2 € Y
takie, ze y1 <y yo. Wtedy f~!(y1) oraz f~1(y2) sa réznymi elementami zbioru X takimi, ze
) <x f~(y2). Zbiér X jest gesto uporzadkowany, istnieje wiec x € X rézny od f~1(y1)
i f7l(ye) taki, ze f~1(y1) <x = <x f '(y2). Z whasnosci izomorfizmu f dostajemy wtedy, ze
v = F(F M) <y F(@) < F(F(3)) = 0. Poniewat: f jest bijekeja, mamy f(z) # 41 oraz
f(z) # y2. Dowodzi to gestosci posetu (Y, <y). O

Przyklad 6.14. Niech X = [0, 1]. Rozwazmy zbior XX, czyli zbiér wszystkich funkcji f: [0,1] —
[0,1]. Zadajemy na zbiorze XX czeéciowy porzadek w nastepujacy sposob:

fE g wtedy i tylko wtedy, gdy Vaex f(z) < g(2).
Pokazemy, ze posety (X, C) oraz (P(X), C) nie sg izomorficzne.
Zauwazmy najpierw, ze poset (XX,C) jest gesty. Niech f i g beda funkcjami ze zbioru XX
oraz niech f C g i f # g¢. Definiujemy funkcje h € X* wzorem h(z) = M. Wtedy

fERCgoraz f#h#g.
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Wystarczy teraz pokazac¢, ze (P(X),C) nie jest gesty. Istotnie, mozemy wybraé¢ takie dwa
elementy A i B ze zbioru P(X), dla ktorych nie istnieje zbior C' taki, ze A C C C B. Wystarczy
wzia¢ A = () oraz B = {0}.

Jeden z posetéw jest gesty, natomiast drugi nie, zatem na mocy poprzedniego twierdzenia
posety te nie sg izomorficzne.

Definicja 6.15 (Przekroj Dedekinda). Niech (X, <) bedzie porzadkiem liniowym. Przekrojem
Dedekinda nazywamy pare (X7, X2) niepustych podzbiorow zbioru X:
(i) X1UX, =X,
(il) X1 N Xs =0,
(iii) leexlvmexz r1 < 9.
Powiemy, ze przekroj daje skok, jezeli X1 ma element najwickszy i X9 ma element najmniejszy.
Przekroj (X1, X2) daje luke, jezeli X7 nie ma elementu najwiekszego i Xo nie ma elementu
najmniejszego.

Przyktad 6.16.

Twierdzenie 6.17. Liniowy porzgdek (X, <) jest gesty wtedy i tylko wtedy, gdy Zaden przekrdj
nie daje skoku.

Dowad. U
) nazywamy ciggltym, jezeli zaden przekroj nie daje luki.

Definicja 6.18. Porzadek liniowy (X, <
N, <) i (R, <) sa ciagte, natomiast (Q,<) i (R\Q, <) nie sa

Przyktad 6.19. Porzadki liniowe (N,
ciagle.

Twierdzenie 6.20 (bez dowodu). Cigglosé jest przenoszona przez podobieristwo, tzn. jezeli
(X, <x) jest ciggty 1 izomorficzny z (Y, <y), to (Y, <y) réwniez jest ciggly.

Whniosek 6.21. Porzqdki (R, <) 7 (R\ Q, <) nie sqg izomorficzne.

Definicja 6.22. Porzadek liniowy (X, <) nazywamy dobrym, jezeli kazdy niepusty podzbior
zbioru X ma element najmniejszy.

Uwaga 6.23. Zaden porzgdek gesty o co najmniej dwéch elementach nie jest dobry.

Przykltad 6.24. Porzadek (N, <) jest dobry. Porzadek (Z,<) nie jest dobry, poniewaz caly
zbior 7Z nie ma elementu najmniejszego. Porzadek (N, |) nie jest dobry, bo nie jest liniowy.
Porzadek (Q4 U {0}, <) nie jest dobry, bo np. zbior {z € Q4 U {0}: z < v/2} nie ma elementu
najmniejszego.

Czesé 7. Aksjomat wyboru i rownowazne twierdzenia

Aksjomat Wyboru. Jezeli A jest rodzing niepustych i parami roztgceznych zbioréw, to istnieje
2bior magjgey z kazdym elementem A doktadnie jeden element wspdlny. Formalnie:

Va(BgA A VXYY (X EANY €A X £V AXNY =)
— dzVy (VE.A—)HU VnNnz= {U}))
Ponizsze twierdzenia sg podane bez dowoddéw. Znajomos$¢ dowodoéw nie bedzie wymagana na
egzaminie.

Twierdzenie 7.1 (o funkcji wyboru). Jezeli A jest rodzing niepustych, to istnieje funkcja, ktora
kazdemu zbiorowi z rodziny A przyporzqdkowuje ktorys z jego elementéw. Formalnie:

Va(@g A—3p(f: A>UAAVA(A € A— f(A) € A))).
Twierdzenie 7.2 (o suriekcji i iniekcji). Niech X @Y bedg zbiorami oraz niech f: X —'Y bedzie
suriekcjg. Wiedy istnieje iniekcja g: Y — X taka, Ze f o g jest funkcjqg identycznosciowg na 'Y .
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Lemat 7.3 (Kuratowskiego-Zorna). Niech (P, <) bedzie niepustym czeSciowym porzgdkiem.
Jezeli kazdy niepusty taricuch ma majorante, to w (P, <) istnieje element maksymalny.

Twierdzenie 7.4 (Hausdorffa o lancuchu maksymalnym). W kazdym niepustym zbiorze cze-
Sciowo uporzgdkowanym istnieje taricuch maksymalny ze wzgledu na relacje inkluzje.

Twierdzenie 7.5 (Zermelo). Dla kazdego niepustego zbioru X istnieje relacja R C X? taka, ze
(X, R) jest dobrym porzqdkiem.

Twierdzenie 7.6. Twierdzenia 7.1-7.5 sq réwnowazne Aksjomatowi Wyboru.
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