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Do studentów

Poni»sze notatki dopiero powstaj¡. Mo»na je potraktowa¢ jako dodatek do wªasnych zapisków
z wykªadów, natomiast nie nale»y polega¢ na nich bezkrytycznie. Aktualna wersja jest daleka
od zamierzonej, niektóre tematy s¡ niemal w ogóle nieopracowane, natomiast spisane cz¦±ci za-
wieraj¡ liczne usterki, zarówno redakcyjne, jak i merytoryczne. W zwi¡zku z powy»szym bardzo
prosz¦ o nierozpowszechnianie notatek w obecnej postaci. Pragn¦ zwróci¢ uwag¦, »e istnieje wiele
fantastycznych opracowa« (nie tylko w literaturze polskiej), do których lektury gor¡co zach¦-
cam. Tworz¡c wykªad staraªam si¦ jak najwi¦cej czerpa¢ od innych, dlatego w »adnym razie nie
twierdz¦, »e poni»sze notatki stanowi¡ moj¡ wªasno±¢ intelektualn¡.

Wykªady te powstaªy z my±l¡ o sªuchaczach studiów niestacjonarnych I roku matematyki na
Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej. Kurs �Elementy logiki
i teorii mnogo±ci� ma na celu zapoznanie studentów z podstawowymi poj¦ciami i twierdzenia-
mi dotycz¡cymi logiki i teorii zbiorów. Przede wszystkim powinien jednak nauczy¢ porusza¢
si¦ w±ród fundamentów matematyki, których opanowanie jest konieczne do dalszego zgª¦biania
tajników królowej nauk.

Cz¦±¢ 1. Elementy logiki

1.1. Klasyczny rachunek zda«

De�nicja 1.1 (Zdanie logiczne). Zdaniem logicznym nazywamy zdanie, któremu mo»emy przy-
porz¡dkowa¢ jedn¡ z dwóch warto±ci logicznych: prawd¦ lub faªsz.

Przykªad 1.2. Zdaniami logicznymi nie s¡ »adne z poni»szych:
Nie id¹ dzisiaj na wykªad, chod¹ na piwo.
Kiedy jest wykªad?
Poszedªbym na piwo.

Przykªad 1.3. Rozwa»my nast¦puj¡ce zdania:

(a) Je»eli Ksi¦»yc jest zielony, to Warszawa jest stolic¡ Polski.
(b) Je»eli Warszawa jest stolic¡ Polski, to Ksi¦»yc jest zielony.
(c) Je»eli Warszawa jest stolic¡ Polski i koale rozmna»aj¡ si¦ przez p¡czkowanie, to Ksi¦»yc jest

zielony.

Zdania (a) i (c) s¡ prawdziwe, natomiast zdanie (b) jest faªszywe.
U»yjmy nast¦puj¡cych skrótów:

p � �Warszawa jest stolic¡ Polski�,
q � �Ksi¦»yc jest zielony�,
r � �Koale rozmna»aj¡ si¦ przez p¡czkowanie�.

Wówczas zdania (a), (b) i (c) mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

(a) q → p,
(b) p→ q,
(c) (p ∧ r)→ q.

Przy takim zapisie powy»sze zdania staj¡ si¦ tylko ci¡giem symboli. Rachunek zda« pozwoli
nam precyzyjnie opisywa¢ schematy wnioskowania i zdania zªo»one oraz ocenia¢ ich prawdziwo±¢.

Niech V = {p, q, r, . . .} b¦dzie zbiorem zmiennych zdaniowych.

De�nicja 1.4 (Formuªa rachunku zda«). Formuªy rachunku zda« de�niujemy w nast¦puj¡cy
sposób:

(i) Ka»da zmienna zdaniowa jest formuª¡.
(ii) Je±li p jest formuª¡, to ¬p (negacja) jest formuª¡ (czytamy: �nieprawda »e p�).
(iii) Je±li p oraz q s¡ formuªami, to (p→ q) (implikacja) jest formuª¡ (czytamy: � je»eli p, to q�).
(iv) Je»eli p oraz q s¡ formuªami, to (p ∧ q) (koniunkcja) jest formuª¡ (czytamy: �p i q�).
(v) Je»eli p oraz q s¡ formuªami, to (p ∨ q) (alternatywa) jest formuª¡ (czytamy: �p lub q�).
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(vi) Je»eli p oraz q s¡ formuªami, to (p↔ q) (równowa»no±¢) jest formuª¡ (czytamy: �p wtedy
i tylko wtedy, gdy q�).

(vii) Nic innego nie jest formuª¡.

Wyst¦puj¡ce powy»ej symbole ¬, →, ∧, ∨, ↔ nazywamy ogólnie funktorami zdaniotwórczymi
lub po prostu spójnikami. Dla czytelno±ci zapisu b¦dziemy pomija¢ niektóre z nawiasów wedªug
nast¦puj¡cej konwencji:

(i) pomijamy zewn¦trzne nawiasy,
(ii) koniunkcja i alternatywa wi¡»¡ silniej ni» implikacja i równowa»no±¢,
(iii) koniunkcja i alternatywa s¡ ª¡czne,
(iv) negacja wi¡»e silniej ni» którykolwiek z pozostaªych spójników.

Przykªad 1.5. Formuª¦
(
(p ∧ q)→ (r ∨ ¬p)

)
mo»emy zapisa¢ w postaci p ∧ q → r ∨ ¬p.

Przykªad 1.6. Formuªami s¡ nast¦puj¡ce napisy: ¬(p ↔ q) ∧ s, ¬¬p, p ∨ q ∨ r. Nie s¡ nimi
natomiast »adne z nast¦puj¡cych: ¬ ∧ p, p¬q, (p→ q)).

Oznaczmy prawd¦ symbolem 1, natomiast faªsz symbolem 0.

De�nicja 1.7 (Warto±ciowanie formuª). De�niujemy warto±ciowanie zmiennej zdaniowej p w
nast¦puj¡cy sposób:

v(p) :=

{
1, gdy zdanie p jest prawdziwe
0, gdy zdanie p jest faªszywe

.

Poj¦cie warto±ciowania rozszerzamy na zbiór wszystkich formuª zdaniowych w nast¦puj¡cy
sposób:

(i) Negacja ¬p jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem faªszywym.
(ii) Implikacja p → q jest zdaniem faªszywym wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem praw-

dziwym oraz q jest zdaniem faªszywym.
(iii) Koniunkcja p∧ q jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p oraz q s¡ zdaniami

prawdziwymi.
(iv) Alternatywa p∨q jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej ze zda«

p i q jest zdaniem prawdziwym.
(v) Równowa»no±¢ p ↔ q jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p oraz q maj¡

tak¡ sam¡ warto±¢ logiczn¡.

Powy»sze stwierdzenia mo»emy zapisa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cych tabelek:

p ¬p
0 1
1 0

→ 0 1
0 1 1
1 0 1

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

↔ 0 1
0 1 0
1 0 1

Przykªad 1.8. Rozwa»my zdanie (c) z Przykªadu 1.3. Wówczas jego warto±¢ logiczn¡ mo»emy
wyznaczy¢ w nast¦puj¡cy sposób:

v(p) = 1, v(q) = 0, v(r) = 0,

v(p ∧ r) = 0,

v
(
(p ∧ r)→ q

)
= 1.

De�nicja 1.9 (Formuªy równowa»ne). Mówimy, »e formuªy p oraz q s¡ równowa»ne (piszemy
p ≡ q) wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego warto±ciowania formuªa p ma tak¡ sam¡ warto±¢
logiczn¡ co formuªa q.

Przykªad 1.10. Formuªy p→ (q → r) oraz (p∧ q)→ r s¡ równowa»ne. Mo»emy to pokaza¢ za
pomoc¡ nast¦puj¡cej tabelki:
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p q r p→ (q → r) (p ∧ q)→ r
0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

De�nicja 1.11 (Tautologia). Formuªa, która dla dowolnego warto±ciowania zmiennych zdanio-
wych zawsze przyjmuje warto±¢ 1 nazywa si¦ tautologi¡.

Dwie podstawowe metody sprawdzania, czy zadana formuªa jest tautologi¡ to:

1. metoda zero-jedynkowa (tabelkowa),
2. metoda skrócona (nie wprost).

Twierdzenie 1.12 (Podstawowe tautologie klasycznego rachunku zda«). Nast¦puj¡ce formuªy
zdaniowe s¡ tautologiami:

1. p→ p,
2. p ∨ ¬p (prawo wyª¡czonego ±rodka),
3. ¬(p ∧ ¬p) (prawo sprzeczno±ci),
4. ¬¬p↔ p (prawo podwójnego przeczenia),
5. ¬(p ∨ q)↔ (¬p ∧ ¬q) (prawo de Morgana),
6. ¬(p ∧ q)↔ (¬p ∨ ¬q) (prawo de Morgana),
7. (p↔ q)↔ (p→ q) ∧ (q → p) (prawo eliminacji równowa»no±ci),
8. p ∧ q → p,
9. p→ p ∨ q,
10. p ∧ q ↔ q ∧ p,
11. p ∨ q ↔ q ∨ p,
12. (p→ q)→

(
(q → r)→ (p→ r)

)
,

13. p→ (q → p),
14. (p→ q)↔ (¬q → ¬p) (prawo transpozycji),
15. p ∧ (p→ q)→ q (prawo odrywania; Modus Ponens),
16. p ∧ (q ∨ r)↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) (prawo rozdzielno±ci koniunkcji wzgl¦dem alternatywy),
17. p ∨ (q ∧ r)↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) (prawo rozdzielno±ci alternatywy wzgl¦dem koniunkcji),
18. (p→ q)↔ (¬p ∨ q) (prawo eliminacji implikacji).

Dowód. Dla przykªadu udowodnimy prawo 13.

Sposób 1. Metoda tabelkowa (zero-jedynkowa)

p q q → p p→ (q → p)
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 1

W ostatniej kolumnie znajduj¡ si¦ same jedynki, a zatem formuªa jest prawdziwa
niezale»nie od warto±ciowania zmiennych, czyli jest tautologi¡.

Sposób 2. Metoda skrócona
Zaªó»my nie wprost, »e formuªa p→ (q → p) nie jest tautologi¡. Oznacza to, »e istnieje
warto±ciowanie zmiennych p i q, przy którym caªa formuªa jest faªszywa. Poniewa»
rozwa»ana formuªa jest w postaci implikacji, zatem aby byªa faªszywa poprzednik musi
by¢ prawdziwy, a wniosek faªszywy, czyli musi zachodzi¢ v(p) = 1 oraz v(q → p) = 0.
Drugie równanie mówi, »e implikacja q → p jest faªszywa, sk¡d wynika, »e v(q) = 1
oraz v(p) = 0. W tym momencie otrzymuje sprzeczno±¢, poniewa» p nie mo»e by¢
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równocze±nie prawdziwe i faªszywe. Oznacza to, »e nie istnieje warto±ciowanie, dla
którego p→ (q → p) jest faªszywe, a zatem jest to tautologia. �

Obie metody, zero-jedynkowa i skrócona, mog¡ by¢ wykorzystane do sprawdzenia popraw-
no±ci wnioskowania. Powiemy, »e schemat rozumowania jest niezawodny, je±li z prawdziwych
przesªanek nie wynika faªszywy wniosek.

Przykªad 1.13. Rozwa»my nast¦puj¡ce wnioskowanie:
�Je±li Jan uczy si¦ logiki, to je±li jego pogl¡dy s¡ wewn¦trznie sprzeczne, to je zmieni. Je±li jednak
zmieni pogl¡dy, to straci autorytet. Zatem je±li jego pogl¡dy s¡ wewn¦trznie sprzeczne, lecz Jan
nie uczy si¦ logiki, to nie straci autorytetu.�

Oznaczmy skªadowe powy»szego rozumowania w nast¦puj¡cy sposób:
p � �Jan uczy si¦ logiki.�
q � �Pogl¡dy Jana s¡ wewn¦trznie sprzeczne.�
r � �Jan zmieni pogl¡dy�.
s � �Jan straci autorytet�.

Wówczas schemat powy»szego rozumowania ma posta¢[(
p→ (q → r)

)
∧ (r → s)

]
→

(
(q ∧ ¬p)→ ¬s

)
.

Implikacja ta jest tautologi¡, zatem schemat rozumowania jest niezawodny, czyli wnioskowanie
jest poprawne.

Zadanie 1.14. Sprawdzi¢ metod¡ skrócon¡ i zero-jedynkow¡, »e powy»sza implikacja rzeczywi-
±cie jest tautologi¡.

De�nicja 1.15 (Formuªy speªnialne i kontrtautologie). Powiemy, »e formuªa p jest speªnialna,
je»eli istnieje takie warto±ciowanie zmiennych zdaniowych, przy którym formuªa p jest prawdzi-
wa. Je±li takie warto±ciowanie nie istnieje, to powiemy, »e formuªa p jest niespeªnialna lub »e
jest kontrtautologi¡.

Twierdzenie 1.16. Formuªa p jest tautologi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy formuªa ¬p nie jest
speªnialna.

Dowód. Przypu±¢my, »e formuªa p jest tautologi¡. Wtedy dla ka»dego warto±ciowania v mamy
v(p) = 1. St¡d otrzymujemy, »e dla ka»dego warto±ciowania v mamy v(¬p) = 0, a wi¦c nie
istnieje warto±ciowanie, które speªnia ¬p, czyli formuªa ta nie jest speªnialna.

Przypu±¢my, »e formuªa ¬p nie jest speªnialna, czyli nie istnieje warto±ciowanie v takie, »e
v(¬p) = 0. Wynika st¡d, »e dla ka»dego warto±ciowania v mamy v(p) = 1, a wi¦c p jest tauto-
logi¡. �

Do tej pory pojawiªy si¦ cztery funktory dwuargumentowe (→, ∧, ∨, ↔), pozwalaj¡ce z
dwóch formuª tworzy¢ now¡ formuª¦, oraz jeden funktor jednoargumentowy (¬), pozwalaj¡cy
z jednej formuªy tworzy¢ now¡ formuª¦. Maj¡ one t¦ wªasno±¢, »e warto±¢ logiczna nowych
zda« zale»y tylko od warto±ci logicznej zda« skªadowych, a nie od ich sensu. St¡d te» powy»sze
funktory nazywa si¦ ekstensjonalnymi. Nie s¡ to jednak wszystkie ekstensjonalne funktory jedno-
i dwuargumentowe.

Ile jest funktorów jednoargumentowych (unarnych)? Ka»dej warto±ci logicznej (0 i 1) argu-
mentu funktora przyporz¡dkowujemy jedn¡ z warto±ci logicznych 0 lub 1. Zatem funktorów
unarnych jest 22 = 4.

p f1(p) f2(p) f3(p) f4(p)
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

F id ¬ T

Zadanie 1.17. Ile jest funktorów dwuargumentowych (binarnych)? Zrobi¢ tabelk¦ analogiczn¡
do powy»szej dla funktorów binarnych.

Zadanie 1.18. Ile jest funktorów n-argumentowych?
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Wyró»nijmy jeszcze dwa funktory binarne.

De�nicja 1.19 (NOR i NAND).
(i) Kresk¦ She�era (inaczej NOR) oznaczamy przez | i de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób:

p|q jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania p i q s¡ faªszywe;
(ii) Strzaªk¦ Peirce'a (inaczej NAND) oznaczamy przez ↓ i de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób:

p ↓ q jest jest zdaniem faªszywym wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania p i q s¡ prawdziwe.

De�nicja 1.20 (Ukªady funkcjonalnie peªne). Ukªad funktorów nazwiemy funkcjonalnie peªny-
mi, je»eli wszystkie funktory jedno- i dwuargumentowe mo»na wyprowadzi¢ za pomoc¡ funkto-
rów z tego ukªadu.

Twierdzenie 1.21. Ukªadami funkcjonalnie peªnymi s¡:

(a) {¬,→,∧,∨,→,↔},
(b) {∧,¬} oraz {∨,¬},
(c) {|},
(d) {↓}.

Dowód punktów (a) i (b) pominiemy.

Zadanie 1.22. Korzystaj¡c z (b), udowodnij (c) i (d).

Zadanie 1.23. Poka», »e {∧,∨} nie jest funkcjonalnie peªny.
De�nicja 1.24 (Koniunkcyjna posta¢ normalna). Literaªem nazywamy zmienn¡ zdaniow¡ lub
jej zaprzeczenie. Powiemy, »e formuªa jest w koniunkcyjnej postaci normalnej (CNF), je±li jest
koniunkcj¡ formuª b¦d¡cych alternatyw¡ literaªów. Innymi sªowy, formuªa jest w CNF gdy ma
posta¢

φ1 ∧ . . . ∧ φn,

gdzie ka»da z formuª φi, dla i ∈ {1, . . . , n}, jest postaci
ψi
1 ∨ . . . ∨ ψi

ki
,

dla pewnych literaªów ψi
1, . . . , ψ

i
ki
.

Przykªad 1.25. Formuªami w postaci CNF s¡ na przykªad:
1. (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬r) ∧ (r ∨ ¬q),
2. p ∧ q,
3. p ∨ q ∨ r ∨ ¬s,
4. p.

Twierdzenie 1.26. Dla ka»dej formuªy istnieje równowa»na formuªa w koniunkcyjnej postaci
normalnej.

Szkic dowodu (nieobowi¡zkowy). Maj¡c dan¡ formuª¦ stosujemy kolejno prawo eliminacji równo-
wa»no±ci (7) i prawo eliminacji implikacji (18). Nast¦pnie przeksztaªcamy formuª¦ korzystaj¡c z
praw de Morgana, podwójnego przeczenia, ª¡czno±ci, przemienno±ci i rozdzielno±ci alternatywy
wzgl¦dem koniunkcji i koniunkcji wzgl¦dem alternatywy. �
Przykªad 1.27.

((p→ q) ∧ p)→ q

≡((¬p ∨ q) ∧ p)→ q

≡¬((¬p ∨ q) ∧ p) ∨ q
≡(¬(¬p ∨ q) ∨ ¬p) ∨ q
≡(p ∧ ¬q) ∨ ¬p ∨ q
≡(p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∨ q)
≡(p ∨ (¬p ∨ q)) ∧ (¬q ∨ (¬p ∨ q))
≡(p ∨ ¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ ¬p ∨ q).
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1.2. Rachunek predykatów

De�nicja 1.28 (Forma zdaniowa). Form¡ zdaniow¡ nazywamy wyra»enie zawieraj¡ce zmienne,
które po wstawieniu w miejsce tych zmiennych konkretnych obiektów staje si¦ zdaniem logicz-
nym.

Zbiór obiektów, które mo»emy wstawi¢ w miejsce zmiennej w formie zdaniowej nazywa si¦
zakresem tej zmiennej.

Przykªad 1.29.

1. �x+2 = 4� � forma zdaniowa jednej zmiennej, której zakresem jest zbiór liczb rzeczywistych.
2. �x jest studentem I roku matematyki na PW� � forma zdaniowa jednej zmiennej, której

zakresem jest zbiór ludzi.
3. �x2 + y2 < 3� � forma zdaniowa dwóch zmiennych x i y, których zakresem jest zbiór liczb

rzeczywistych.
4. �x ma y lat� � forma zdaniowa dwóch zmiennych, w której zakresem x jest zbiór ludzi, a

zakresem y jest zbiór liczb dodatnich.

Formy zdaniowe o jednej zmiennej b¦dziemy oznacza¢ przez p(x), q(x), . . ., formy o dwóch
zmiennych przez p(x, y), q(x, y), . . .. Symbole p, q, . . . nazywamy predykatami.

Zauwa»my, »e podstawiaj¡c w miejsce zmiennych konkretne warto±ci z odpowiedniego zakre-
su (w powy»szych przykªadach liczby lub osoby), formy zdaniowe staj¡ si¦ (prawdziwymi lub
faªszywymi) formuªami logicznymi.

De�nicja 1.30 (Speªnialno±¢ i prawdziwo±¢ form zdaniowych). Niech p(x) b¦dzie form¡ zda-
niow¡ zmiennej x o zakresie X.
(i) Element a ∈ X speªnia form¦ zdaniow¡ p(x) wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) jest zdaniem

prawdziwym.
(ii) Form¦ zdaniow¡ nazywamy prawdziw¡ wtedy i tylko wtedy, gdy jest speªniona przez wszyst-

kie obiekty z zakresu jej zmiennych.
(iii) Form¦ zdaniow¡ nazywamy faªszyw¡ wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest speªniona przez

»aden obiekt z zakresu jej zmiennych.

Przykªad 1.31. Rozwa»my form¦ p(x) ≡ x+2 = 4. Wtedy je±li za zakres zmiennej x we¹miemy
zbiór liczb rzeczywistych, to 2 speªnia t¦ form¦ zdaniow¡, natomiast 3 nie. Je±li natomiast
za zakres we¹miemy zbiór liczb nieparzystych, to p(x) b¦dzie faªszywa. Gdy zakresem b¦dzie
singleton {2}, forma b¦dzie prawdziwa.

Z prostych form zdaniowych oraz spójników mo»emy tworzy¢ bardziej zªo»one formy zdaniowe.
Niech p(x) i q(x) b¦d¡ formami jednej zmiennej o zakresie X. Wtedy element a ∈ X speªnia
form¦ p(x)∧ q(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie p(a)∧ q(a) jest prawdziwe, czyli gdy a speªnia
p(x) oraz q(x).

Rozwa»my nast¦puj¡ce zdanie:
�Je±li n jest liczb¡ pierwsz¡, to n jest liczb¡ nieparzyst¡ lub n jest równe 2.�

Mo»emy je opisa¢ formuª¡ p→ (q ∨ r), gdzie p, q, r oznaczaj¡ odpowiednio zdania:
p: n jest liczb¡ pierwsz¡,
q: n jest liczb¡ nieparzyst¡,
r: n jest jest równe 2.

Podstawiaj¡c p w miejsce zdania �n jest liczb¡ pierwsz¡� ukrywamy jednak cz¦±¢ informacji.
Zdanie to mówi przecie» o pewnej liczbie n, co wi¦cej, zdania p i q dotycz¡ tej samej liczby n.
Zapiszmy wi¦c p(n) zamiast p aby podkre±li¢, »e prawdziwo±¢ p zale»y od tego jak¡ konkretn¡
warto±¢ przypiszemy zmiennej n. Zdanie p(n) b¦dzie prawdziwe, je±li za n podstawimy jak¡± licz-
b¦ pierwsz¡ i faªszywe w przeciwnym przypadku. Zgodnie z t¡ konwencj¡ nasze zdanie przyjmie
posta¢ p(n)→ (q(n) ∨ r(n)).

Zwró¢my jednak uwag¦, »e trudno oceni¢ prawdziwo±¢ zdania p dopóki nie podstawimy w
miejsce n jakiej± konkretnej liczby. Z drugiej strony warto±¢ logiczna caªego zdania p(n) →
(q(n) ∨ r(n)) nie zale»y od wyboru liczby n � jest ono prawdziwe dla ka»dej liczby naturalnej.
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Aby móc formalnie zapisywa¢ zdania takie jak powy»sze wprowadzimy kwanty�katory ∀ któ-
ry b¦dzie oznaczaª �dla ka»dego� oraz ∃ który b¦dzie oznaczaª �istnieje�. Ka»de wyst¡pienie
kwanty�katora b¦dzie dotyczyªo pewnej zmiennej. W naszym przykªadzie napiszemy

∀n p(n)→ (q(n) ∨ r(n)),
gdzie zakresem zmiennej n jest zbiór liczb naturalnych N.

De�nicja 1.32 (Zasi¦g kwanty�katora). Zasi¦giem kwanty�katora nazywamy cz¦±¢ wyra»enia
uj¦t¡ w nawiasy, przy czym lewy nawias wyst¦puje bezpo±rednio po tym kwanty�katorze. Gdy
bezpo±rednio po kwanty�katorze nie wyst¦puje nawias, to zasi¦giem kwanty�katora jest nast¦-
puj¡ca po nim forma zdaniowa.

Mówimy, »e x jest zmienn¡ woln¡ w danym wyra»eniu wtedy i tylko wtedy, gdy nie wyst¦puje
w zasi¦gu »adnego kwanty�katora o indeksie x. W przeciwnym razie mówimy, »e x jest zmienn¡
zwi¡zan¡.

Przykªad 1.33. W wyra»eniu ∃x(p(x) ∨ q(x)) w zasi¦gu kwanty�katora ∀x znajduje si¦ caªa
alternatywa, natomiast w wyra»eniu ∃xp(x) ∨ q(x) tylko forma zdaniowa p(x).

W wyra»eniu ∀x(x+ y = 3→ ∃yx · y < 2) oba wyst¡pienia zmiennej x s¡ zwi¡zane, podobnie
jak drugie wyst¡pienie zmiennej y. Natomiast pierwsze wyst¡pienie zmiennej y jest wolne.

De�nicja 1.34 (Formuªa rachunku kwanty�katorów). Formuªy rachunku predykatów de�niu-
jemy w nast¦puj¡cy sposób.

(i) Formy zdaniowe s¡ formuªami.
(ii) Je±li P jest formuª¡ i x jest zmienn¡ woln¡ w P lub nie ma wyst¡pienia w P , to ∀xP jest

formuª¡.
(iii) Je±li P jest formuª¡ i x jest zmienn¡ woln¡ w P lub nie ma wyst¡pienia w P , to ∃xP jest

formuª¡.

Niech p(x) b¦dzie form¡ zdaniow¡ jednej zmiennej x, natomiast X zakresem zmiennej x.
Wstawienie przed p(x) dowolnego kwanty�katora o indeksie x zmienia t¦ form¦ zdaniow¡ w
zdanie logiczne. Zdanie ∀xp(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy element z zakresu
zmiennej x speªnia form¦ zdaniow¡ p(x). Zdanie ∃xp(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje co najmniej jeden element z zakresu zmiennej x speªniaj¡cy form¦ zdaniow¡ p(x).

Przykªad 1.35. Niech p(x) ≡ x + 1 > 0 oraz niech zakresem zmiennej x b¦dzie R. Wtedy
zdanie ∃x x + 1 > 0 jest zdaniem prawdziwym, natomiast zdanie ∀x x + 1 > 0 jest zdaniem
faªszywym.

De�nicja 1.36 (Podstawienie). Wyra»enie matematyczne jest podstawieniem formuªy rachunku
kwanty�katorów wtedy i tylko wtedy, gdy powstaje z niej przez zast¡pienie wszystkich wyst¦pu-
j¡cych w niej zmiennych zdaniowych i symboli predykatywnych zdaniami logicznymi i formami
zdaniowymi.

Przykªad 1.37. Wyra»enie
∀x x2 > 0→ ∃x x2 > 0

jest podstawieniem formuªy
∀x p(x)→ ∃x p(x).

De�nicja 1.38. Formuªy, których prawdziwo±¢ wynika tylko z ich struktury i nie zale»y od
znaczenia wyra»e« atomowych w nich wyst¦puj¡cych, nazywamy tautologiami rachunku kwan-
ty�katorów.

Twierdzenie 1.39 (Prawa rachunku kwanty�katorów).

1. ∀x p(x)→ p(x),
2. p(x)→ ∃x p(x),
3. ∀x p(x)→ ∃x p(x),
4. ¬∀x p(x) ↔ ∃x ¬p(x),
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5. ¬∃x p(x) ↔ ∀x ¬p(x),
6. ∀x (p(x) ∨ q) ↔ ∀x p(x) ∨ q, gdy x jest zmienn¡ woln¡ w q,
7. ∃x (p(x) ∨ q) ↔ ∃x p(x) ∨ q, gdy x jest zmienn¡ woln¡ w q,
8. ∀x (p(x) ∧ q(x)) ↔ ∀x p(x) ∧ ∀x q(x),
9. ∃x (p(x) ∨ q(x)) ↔ ∃x p(x) ∨ ∃x q(x),
10. ∀x p(x) ∨ ∀xq(x) → ∀x (p(x) ∨ q(x)),
11. ∃x p(x) ∧ ∃xq(x) → ∃x (p(x) ∧ q(x)),
12. ∀x (p(x)→ q(x))→

(
∀x p(x)→ ∀x q(x)

)
,

13. ∀x
(
p(x)→ q(x)

)
→

(
∃x p(x)→ ∃x q(x)

)
,

14. ∀x p(x)↔ ∀y p(y),
15. ∃x p(x)↔ ∃y p(y),
16. ∀x∀y p(x, y)↔ ∀y∀x p(x, y),
17. ∃x∃y p(x, y)↔ ∃y∃x p(x, y),
18. ∃x∀y p(x, y)→ ∀y∃x p(x, y),

Cz¦sto chcemy wyrazi¢, »e Ψ jest prawd¡ dla ka»dego lub dla jakiego± x speªniaj¡cego warunek
Φ. B¦dziemy u»ywa¢ w tym celu kwanty�katorów ograniczonych.

De�nicja 1.40 (Kwanty�katory ograniczone).

∀x : ΦΨ ≡ ∀x(Φ→ Ψ),

∃x : ΦΨ ≡ ∃x(Φ ∧Ψ).

Przykªad 1.41. Mamy ±wiat wszystkich ludzi i osªów, staª¡ Joe oraz predykaty:
Osiol(x) � x jest osªem,
Ma(x, y) � x ma y (y nale»y do x),
Bije(x, y) � x bije y.
Zdanie �Je±li Joe ma osªa, to go bije� ma posta¢

∀x (Osiol(x) ∧Ma(Joe, x)→ Bije(Joe, x)).

Cz¦sto chcemy wyrazi¢, »e p(x) jest prawd¡ dla dokªadnie jednego x. B¦dziemy u»ywa¢ w
tym celu kwanty�katora jednostkowego.

De�nicja 1.42 (Kwanty�kator jednostkowy).

∃!x p(x) ≡ ∃x
(
p(x) ∧ ∀y(p(y)→ x = y)

)
Cz¦±¢ 2. Elementy teorii zbiorów

Teoria zbiorów (inaczej teoria mnogo±ci) oparta jest o rachunek predykatów posªuguj¡cy si¦
jedynym symbolem predykatowym. Symbol ten jest dwuargumentowy i oznaczamy go przez ∈.

Predykat ten jest najcz¦±ciej interpretowany w modelu jako symbol przynale»no±ci do zbioru.
Obiekt, który jest warto±ci¡ zmiennej po lewej stronie symbolu ∈ jest elementem zbioru, który
jest warto±ci¡ zmiennej wyst¦puj¡cej po stronie prawej.

Dla uªatwienia posªugiwania si¦ formalizmem zwi¡zanym z aksjomatyczn¡ teori¡ mnogo±ci
u»ywamy wielu skrótów pozwalaj¡cych na bardziej zwi¦zªe zapisywanie formuª. Cz¦sto u»ywany
symbol /∈ jest skrótem mówi¡cym, »e dwa elementy nie s¡ ze sob¡ w relacji ∈, to znaczy x /∈
X ≡ ¬x ∈ X.

Kolejny skrót oznaczamy przez = i de�niujemy go w nast¦puj¡cy sposób:

X = Y ≡ ∀z (z ∈ X ↔ z ∈ Y ).

Skrót ten de�niuje dwa zbiory jako równe je»eli o ka»dym elemencie z mo»emy powiedzie¢,
»e nale»y do zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy nale»y do zbioru Y . Innymi sªowy dwa zbiory
s¡ równe je±li posiadaj¡ dokªadnie te same elementy.

Podobnie do równo±ci de�niujemy zawieranie (inkluzj¦) zbiorów:

X ⊆ Y ≡ ∀z (z ∈ X → z ∈ Y ).
9



Zbiór niezawieraj¡cy »adnego elementu nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy przez ∅.
Zbiór sko«czony (o sko«czenie wielu elementach) mo»emy zde�niowa¢ przez wypisanie jego

elementów.

Przykªad 2.1.
1. A = {1, 2, 3}, 1 ∈ A, 4 /∈ A, {2, 3} ⊆ A,
2. B = {kot, pies}, kot ∈ B, koala /∈ B, 3 /∈ B,
3. C = {∅}, ∅ ∈ C, ∅ ⊆ C,
4. D = ∅, ∅ /∈ D, ∅ ⊆ D.

Zbiór mo»emy tak»e zde�niowa¢ za pomoc¡ warunku, który musi by¢ speªniony przez wszyst-
kie elementy tego zbioru.

Przykªad 2.2.
1. X jest zbiorem studentów pierwszego roku PW,
2. Y = {n ∈ N : n2 < 68 ∧ n jest liczb¡ pierwsz¡},
3. Z = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4}.

W ogólnym przypadku piszemy A = {x ∈ X : p(x)}, gdzie p(x) jest form¡ zdaniow¡ zmiennej
x o zakresie X. Wtedy

a ∈ A↔ p(a) jest zdaniem prawdziwym.

Oznaczenia dla najcz¦±ciej spotykanych zbiorów liczbowych:
N zbiór liczb naturalnych
Z zbiór liczb caªkowitych
Q zbiór liczb wymiernych
R zbiór liczb rzeczywistych
R \Q zbiór liczb rzeczywistych niewymiernych
C zbiór liczb zespolonych

Twierdzenie 2.3. Dla dowolnych zbiorów A, B, C zachodzi:

(i) ∅ ⊆ A,
(ii) A ⊆ A,
(iii) je»eli (A ⊆ B ∧B ⊆ C) to A ⊆ C,
(iv) (A ⊆ B ∧B ⊆ A) wtedy i tylko wtedy, gdy A = B,
(v) je»eli A ̸= B to A ̸⊆ B ∨B ̸⊆ A.

Aby zilustrowa¢ zale»no±ci mi¦dzy zbiorami, b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ diagramami Venna.
W tym schemacie zbiory reprezentowane s¡ przez elipsy lub inne �gury geometryczne. Czasem
obrazuje si¦ równie» przestrze«, umieszczaj¡c elipsy wewn¡trz prostok¡ta. Figurom nadaje si¦
ró»ne tekstury i kolory, co znacznie uªatwia dostrze»enie relacji pomi¦dzy zbiorami (inkluzja,
suma, iloczyn, itp.).

2.1. Podstawowe dziaªania na zbiorach

2.1.1. Suma zbiorów.

De�nicja 2.4 (Suma zbiorów). Sum¡ zbiorów A i B (ozn. A∪B) nazywamy zbiór tych elemen-
tów, które nale»¡ do zbioru A lub do zbioru B. Innymi sªowy x ∈ A ∪ B wtedy i tylko wtedy,
gdy x ∈ A ∨ x ∈ B.

Twierdzenie 2.5. Dla dowolnych zbiorów A, B, C, D zachodzi:

(i) A ∪B = B ∪A,
(ii) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C),
(iii) ∅ ∪A = A,
(iv) A ∪A = A,
(v) A ⊆ A ∪B,
(vi) B ⊆ A ∪B,
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(vii) je»eli A ⊆ C i B ⊆ C, to A ∪B ⊆ C,
(viii) je»eli A ⊆ B i C ⊆ D, to A ∪ C ⊆ B ∪D,
(ix) A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy A ∪B = B.

Dowód. Dla przykªadu udowodnimy punkt (vii). Zaªó»my, »e zachodz¡ inkluzje A ⊆ C i B ⊆ C.
Chcemy pokaza¢, »e wtedy A∪B ⊆ C. Niech x ∈ A∪B. Oznacza to, »e x ∈ A lub x ∈ B. Je»eli
x ∈ A, to z pierwszej zaªo»onej inkluzji wynika, »e x ∈ C. Je»eli x ∈ B, to z drugiej zaªo»onej
inkluzji wynika, »e x ∈ C. Pokazali±my zatem, »e je±li x ∈ A ∪B, to x ∈ C. �
2.1.2. Iloczyn zbiorów.

De�nicja 2.6 (Iloczyn zbiorów). Iloczynem (cz¦±ci¡ wspóln¡) zbiorów A i B (ozn. A ∩ B)
nazywamy zbiór tych elementów, które nale»¡ do zbioru A i do zbioru B. Innymi sªowy x ∈ A∩B
wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈ A ∧ x ∈ B.

Twierdzenie 2.7. Dla dowolnych zbiorów A, B, C, D zachodzi:

(i) A ∩B = B ∩A,
(ii) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C),
(iii) ∅ ∩A = ∅,
(iv) A ∩A = A,
(v) A ∩B ⊆ A,
(vi) A ∩B ⊆ B,
(vii) je»eli A ⊆ B i A ⊆ C, to A ⊆ B ∩ C,
(viii) je»eli A ⊆ B i C ⊆ D, to A ∩ C ⊆ B ∩D,
(ix) A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy A ∩B = A.

Dowód. Dla przykªadu udowodnimy punkt (ii).

x ∈ (A ∩B) ∩ C ↔ x ∈ (A ∩B) ∧ x ∈ C ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ x ∈ C
↔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∧ x ∈ C) ↔ x ∈ A ∧ x ∈ (B ∩ C)
↔ x ∈ A ∩ (B ∩ C). �

De�nicja 2.8 (Zbiory rozª¡czne). O dwóch zbiorach mówimy, »e s¡ rozª¡czne, gdy A ∩B = ∅.

Twierdzenie 2.9 (Prawa dla sum i iloczynów zbiorów). Dla dowolnych zbiorów A, B, C, za-
chodzi:

(i) A ∩ (A ∪B) = A,
(ii) (A ∩B) ∪B = B,
(iii) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),
(iv) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

2.1.3. Ró»nica zbiorów.

De�nicja 2.10 (Ró»nica zbiorów). Ró»nic¡ zbiorów A i B (ozn. A \ B) nazywamy zbiór tych
elementów, które nale»¡ do A, a nie nale»¡ do B. Innymi sªowy, x ∈ A \B wtedy i tylko wtedy,
gdy x ∈ A ∧ x ̸∈ B.

Twierdzenie 2.11. Dla dowolnych zbiorów A, B, C, D zachodzi:

(i) A \B ⊆ A,
(ii) je»eli A ⊆ B i C ⊆ D, to A \D ⊆ B \ C,
(iii) je»eli C ⊆ D, to A \D ⊆ A \ C,
(iv) A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy A \B = ∅,
(v) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C),
(vi) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C),
(vii) A ∪ (B \A) = A ∪B,
(viii) je»eli A ⊆ B, to A ∪ (B \A) = B,
(ix) A \ (A \B) = A ∩B,
(x) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.
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Dowód. Dla przykªadu udowodnimy punkt (x).

x ∈ A \ (B ∪ C) ↔ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ (B ∪ C)) ↔ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C))
↔ x ∈ A ∧ (¬x ∈ B ∧ ¬x ∈ C) ↔ (x ∈ A ∧ ¬x ∈ B) ∧ ¬x ∈ C
↔ x ∈ (A \B) ∧ ¬x ∈ C ↔ x ∈ (A \B) \ C. �

2.1.4. Dopeªnienie zbioru. Zazwyczaj ograniczamy si¦ do zbiorów, które s¡ podzbiorami pew-
nego ustalonego zbioru, zwanego przestrzeni¡.

De�nicja 2.12 (Dopeªnienie zbioru). Dopeªnieniem zbioru A (ozn. A′) w przestrzeni X nazy-
wamy zbiór tych elementów z przestrzeni, które nie nale»¡ do A. Innymi sªowy, x ∈ A′ wtedy i
tylko wtedy, gdy x ∈ X \A.

Twierdzenie 2.13. Dla dowolnych podzbiorów A i B przestrzeni X zachodzi:

(i) X ∩A = A,
(ii) X ∪A = X,
(iii) X ′ = ∅,
(iv) ∅′ = X,
(v) (A′)′ = A,
(vi) A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy B′ ⊆ A′,
(vii) A ∪A′ = X,
(viii) A ∩A′ = ∅,
(ix) (A ∪B)′ = A′ ∩B′,
(x) (A ∩B)′ = A′ ∪B′,
(xi) A \B = A ∩B′,
(xii) A \B = (A′ ∪B)′,
(xiii) A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy A ∩B′ = ∅,
(xiv) A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy A′ ∪B = X.

2.1.5. Ró»nica symetryczna.

De�nicja 2.14 (Ró»nica symetryczna). Ró»nic¡ symetryczn¡ zbiorów A i B (ozn. A ÷ B)
nazywamy sum¦ zbioru elementów, które nale»¡ do A i nie nale»¡ do B i zbioru elementów,
które nale»¡ do B i nie nale»¡ do A. Innymi sªowy, x ∈ A ÷ B wtedy i tylko wtedy, gdy
x ∈ (A \B) ∪ (B \A).

Twierdzenie 2.15. Dla dowolnych zbiorów A, B i C zachodzi:

(i) A÷B = ∅ wtedy i tylko wtedy, gdy A = B,
(ii) A÷B = B ÷A,
(iii) (A÷B)÷ C = A÷ (B ÷ C),
(iv) A ∩ (B ÷ C) = (A ∩B)÷ (A ∩ C),
(v) A÷ ∅ = A.

Przykªad 2.16. Niech X = {1, 2, 3, 4, 5, {1, 2}, ∅} b¦dzie przestrzeni¡ oraz niech

A = {1, 2, 3, 4},
B = {3, 4, 5},
C = {{1, 2}, 3, 2},
D = {∅, 2},
E = ∅.
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Wtedy

A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5} A ∪ C = {1, 2, 3, {1, 2}} A ∪D = {1, 2, 3, 4, {∅}}
A ∩B = {3} A ∩ C = {2, 3} A ∪ E = {1, 2, 3, 4}
A \B = {1, 2} A \ C = {1, 4} C ∩D = {2}
B \A = {5} C \A = {{1, 2}} C ∩ E = ∅
A÷B = {1, 2, 5} A÷ C = {1, 4, {1, 2}} C \D = {{1, 2}, 3}

A′ = {5, {1, 2}, ∅} (A ∪B)′ = {{1, 2}, ∅}
E ∈ D A ∪B ∪ C = X \ {∅}

2.1.6. Zbiór pot¦gowy. Cz¦sto rozwa»amy zbiory, których elementy równie» s¡ zbiorami. Takie
zbiory nazywamy rodzinami zbiorów. W szczególno±ci wyró»niamy rodzin¦ wszystkich podzbio-
rów danego zbioru.

De�nicja 2.17 (Zbiór pot¦gowy). Dla zbioru X de�niujemy jego zbiór pot¦gowy P(X) jako
zbiór wszystkich podzbiorów x. Innymi sªowy, A ∈ P(X) wtedy i tylko wtedy, gdy A ⊆ X.

Przykªad 2.18. Zbiór A = {a, b, c} ma 8 podzbiorów:

P(A) =
{
∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, A.

}
,

natomiast zbiór B = {∅, {∅}} ma 4 podzbiory:

P(B) =
{
∅, {∅}, {{∅}}, B

}
.

Twierdzenie 2.19. Dla dowolnych zbiorów X, Y zachodzi:

(i) P(X) ̸= ∅,
(ii) je»eli X ⊆ Y , to P(X) ⊆ P(Y ),
(iii) je»eli A,B ∈ P(X), to A ∪B,A ∩B,A \B,A÷B ∈ P(X).

Twierdzenie 2.20. Je»eli zbiór X ma n elementów, to wtedy zbiór P(X) ma 2n elementów.

Dowód. Niech X = {a1, a2, . . . , an}. Niech A b¦dzie podzbiorem zbioru X. Dla zbioru A de�-
niujemy ci¡g eA = (eA1 , . . . , e

A
n ) w nast¦puj¡cy sposób:

eAi =

{
1 gdy ai ∈ A
0 gdy ai ̸∈ A

.

Ka»demu podzbiorowi zbioru X odpowiada dokªadnie jeden ci¡g zero-jedynkowy o dªugo±ci
n. Zatem wszystkich podzbiorów zbioru n-elementowego jest dokªadnie tyle, ile ci¡gów zero-
jedynkowych o dªugo±ci n, czyli 2n. �
2.1.7. Iloczyn kartezja«ski.

De�nicja 2.21 (Para). Maj¡c dane dwa elementy a i b de�niujemy par¦ uporz¡dkowan¡ (a, b)
w nast¦puj¡cy sposób:

(a, b) := {{a}, {a, b}}.
Podobnie de�niujemy uporz¡dkowan¡ trójk¦ (a, b, c):

(a, b, c) :=
(
a, (b, c)

)
.

W ogólno±ci, dla ka»dego n ∈ N+, de�niujemy uporz¡dkowan¡ n-tk¦:

(a1, a2, . . . , an) :=
(
a1, (a2, . . . , an−1, an)

)
.

Twierdzenie 2.22. Niech dane b¦d¡ dwie pary (a, b) oraz (c, d). Wtedy

(a, b) = (c, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = c oraz b = d

Dowód. Zgodnie z de�nicj¡ pary, (a, b) = (c, d) wtedy i tylko wtedy, gdy {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}.
Rozwa»my dwa przypadki.
a) Niech a = b. Wtedy {{a}, {a, b}} = {{a}}. Zatem {c} = {a} oraz {c, d} = {a}. Wtedy c = a

oraz d = c = a. Zatem (a, b) = (a, a) = (c, d).
b) Niech a ̸= b. Wtedy mamy dwie mo»liwo±ci.
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(i) {c} = {a, b} i {a} = {c, d}. Poniewa» jednak a ̸= b, zatem zbiór {a, b} ma dwa ró»ne
elementy, a zbiór {c} jeden element. Sprzeczno±¢.

(ii) {c} = {a} i {a, b} = {c, d}. Wtedy a = c. Czyli {a, b} = {a, d}. Poniewa» a ̸= b oraz
zbiór {a, b} ma dwa ró»ne elementy, zatem a ̸= d. Z de�nicji równo±ci zbioru dostajemy,
»e b = d. �

De�nicja 2.23 (Iloczyn kartezja«ski). Iloczynem (produktem) kartezja«skim zbiorów A i B
(ozn. A× B) nazywamy zbiór uporz¡dkowanych par (a, b) takich, »e a ∈ A oraz b ∈ B. Innymi
sªowy, (a, b) ∈ A×B wtedy i tylko wtedy, gdy a ∈ A i b ∈ B.

Iloczyn kartezja«ski mo»emy uogólni¢ na dowolne n ∈ N+ zbiorów:

A1 ×A2 × . . .×An := {(a1, a2, . . . , an) : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An}.

Przykªad 2.24.

(a) Zbiór liczb zespolonych C jest iloczynem kartezja«skim R× R.
(b) Niech A = {1, 2, 3} oraz B = {a, b}. Wtedy

A×B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}
̸= {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)} = B ×A.

(c) Walec to iloczyn kartezja«ski koªa (podstawy) i odcinka (wysoko±ci).
(d) Powierzchnia torusa jest iloczynem kartezja«skim dwóch okr¦gów.

Twierdzenie 2.25. (i) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C),
(ii) (B ∪ C)×A = (B ×A) ∪ (C ×A),
(iii) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C),
(iv) (B ∩ C)×A = (B ×A) ∩ (C ×A),
(v) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C),
(vi) (B \ C)×A = (B ×A) \ (C ×A),
(vii) je»eli C ̸= ∅, to A ⊆ B ↔ (A× C) ⊆ (B × C),
(viii) je»eli C ̸= ∅, to A ⊆ B ↔ (C ×A) ⊆ (C ×A).

Przykªad 2.26. Z faktu, »e (A × C) ⊆ (B × C) nie musi wynika¢, »e A ⊆ B. Gdy C = ∅, to
A×C = B×C = ∅ dla dowolnych dwóch zbiorów A i B. Zatem i dla takich, dla których A ̸⊆ B.

Co wi¦cej, nie jest prawd¡, »e C×A = C×B implikuje równo±¢ zbiorów A i B. Znowu bior¡c
za C zbiór pusty dostajemy pierwsz¡ z równo±ci, druga natomiast nie jest prawdziwa.

Twierdzenie 2.27. Je»eli zbiór A ma n elementów i zbiór B ma m elementów, to zbiór A×B
ma n ·m elementów.

Dowód. Niech m b¦dzie dowoln¡ liczb¡ naturaln¡ oraz Y = {y1, . . . , ym}. Udowodnimy twier-
dzenie za pomoc¡ indukcji matematycznej ze wzgl¦du na n.

Niech n = 0. Wtedy X = ∅, a zatem ∅ × Y = ∅. Zbiór pusty nie ma elementów, czyli
rzeczywi±cie skªada si¦ z 0·m = 0 elementów. Niech n = 1. WtedyX = {x1} i iloczyn kartezja«ski
zbiorów X i Y ma posta¢ {(x1, y1), . . . , (x1, ym)}, czyli rzeczywi±cie skªada si¦ z 1 · m = m
elementów.

Zaªó»my, »e dla pewnego n ∈ N je»eli zbiór X skªada si¦ z n elementów, to X×Y skªada si¦ z
n ·m elementów. Rozwa»my zbiór X = {x1, . . . , xn, xn+1}. Tworzymy iloczyn X × Y . Powstaªy
zbiór mo»emy podzieli¢ na dwa rozª¡czne podzbiory takie, »e do pierwszego z nich nale»¡ pary
(xi, yj) dla i 6 n, j 6 m, natomiast do drugiego nale»¡ pary (xn+1, yj) dla j 6 m. Na mocy
zaªo»enia indukcyjnego pierwszy z tych zbiorów skªada si¦ z n ·m elementów, drugi natomiast
ma m elementów. Zatem caªy iloczyn X×Y skªada si¦ z n ·m+m = (n+1) ·m elementów. �

2.2. Uogólnione dziaªania na zbiorach

De�nicja 2.28 (Indeksowana rodzina zbiorów). Niech X,T b¦d¡ niepustymi zbiorami. In-
deksowan¡ rodzin¡ podzbiorów zbioru X o indeksach ze zbioru T nazywamy dowoln¡ funkcj¦
f : T → P(X).
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Funkcja f przyporz¡dkowuje indeksowi t ze zbioru T pewien podzbiór zbioru X, który b¦-
dziemy oznacza¢ przez Xt. Innymi sªowy, f(t) = Xt dla t ∈ T . Rodzin¦ indeksowan¡ b¦dziemy
oznacza¢ przez (Xt)t∈T .

Przykªad 2.29.

(i) Niech T = N+, Xn = {x ∈ R : 1 6 x 6 1 + 1
n}.

(ii) Niech T = R, Yt = {y ∈ R : y2 > t2}.

De�nicja 2.30 (Suma indeksowana). Sum¡ indeksowan¡ rodziny (Xt)t∈T nazywamy zbiór tych
elementów, które nale»¡ do którego± ze zbiorów Xt. Innymi sªowy,

x ∈
∪
t∈T

Xt wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t ∈ T takie, »e x ∈ Xt.

Przykªad 2.31.

(a)
∪

n∈N+
{x ∈ R : 1 6 x 6 1 + 1

n} = [1, 2],
(b)

∪
t∈R{y ∈ R : y2 > t2} = R \ {0}.

De�nicja 2.32 (Iloczyn indeksowany). Iloczynem indeksowanym rodziny (Xt)t∈T nazywamy
zbiór tych elementów, które nale»¡ do ka»dego ze zbiorów Xt. Innymi sªowy,

x ∈
∩
t∈T

Xt wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego t ∈ T zachodzi x ∈ Xt.

Przykªad 2.33.

(a)
∩

n∈N+
{x ∈ R : 1 6 x 6 1 + 1

n} = {1},
(b)

∩
t∈R{y ∈ R : y2 > t2} = ∅.

Twierdzenie 2.34. Dla dowolnej rodziny indeksowanej (At)t∈T zachodzi:

(a)
∩

t∈T At ⊆ At ⊆
∪

t∈T At dla ka»dego t ∈ T ,
(b) je»eli dla ka»dego t ∈ T zachodzi inkluzja At ⊆ A, to

∪
t∈T At ⊆ A,

(c) je»eli dla ka»dego t ∈ T zachodzi inkluzja A ⊆ At, to A ⊆
∩

t∈T At.

Twierdzenie 2.35. Dla dowolnych rodzin indeksowanych (At)t∈T oraz (Bt)t∈T takich, »e At ⊆
Bt dla ka»dego t ∈ T zachodzi:

(a)
∪

t∈T At ⊆
∪

t∈T Bt,
(b)

∩
t∈T At ⊆

∩
t∈T Bt.

Twierdzenie 2.36. Dla dowolnego zbioru A i rodzin indeksowanych (At)t∈T , (Bt)t∈T zachodzi:

(a) A ∪
∪

t∈T At =
∪

t∈T (A ∪At),
(b) A ∪

∩
t∈T At =

∩
t∈T (A ∪At),

(c) A ∩
∪

t∈T At =
∪

t∈T (A ∩At),
(d) A ∩

∩
t∈T At =

∩
t∈T (A ∩At),

(e)
∪

t∈T At ∪
∪

t∈T Bt =
∪

t∈T (At ∪Bt),
(f)

∩
t∈T At ∩

∩
t∈T Bt =

∩
t∈T (At ∩Bt),

(g)
∪

t∈T At ∩
∪

t∈T Bt ⊇
∪

t∈T (At ∩Bt),
(h)

∩
t∈T At ∪

∩
t∈T Bt ⊆

∩
t∈T (At ∪Bt),

(i) A \
∪

t∈T At =
∩

t∈T (A \At),
(j) A \

∩
t∈T At =

∪
t∈T (A \At).

Uwaga 2.37. Kontrprzykªad na równo±¢ w punktach (g) i (h).
Niech An = {x ∈ R : x < n} oraz Bn = {x ∈ R : x > n}. Wtedy

∪
n∈N(An ∩Bn) = ∅, natomiast∪

n∈NAn =
∪

n∈NBn = R. Z drugiej strony,
∩

n∈NAn =
∩

n∈NBn = ∅, ale
∩

n∈N(An ∪Bn) = R.

De�nicja 2.38 (Suma uogólniona). Sum¡ uogólnion¡ rodziny zbiorów A nazywamy zbiór
∪
A

tych elementów, które nale»¡ do co najmniej jednego ze zbiorów z rodziny A. Innymi sªowy,

a ∈
∪
A ↔ ∃A (A ∈ A ∧ a ∈ A).
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De�nicja 2.39 (Iloczyn uogólniony). Iloczynem uogólnionym rodziny zbiorów A nazywamy
zbiór

∩
A tych elementów, które nale»¡ do ka»dego ze zbiorów z rodziny A. Innymi sªowy,

a ∈
∩
A ↔ ∀A (A ∈ A → a ∈ A).

Przykªad 2.40. Niech A = {{1, 2}, {2, 3}, {2, 4, 5}}. Wtedy∪
A = {1, 2, 3, 4, 5},

∩
A = {2}.

Przykªad 2.41. Dla ka»dego zbioru A zachodzi równo±¢ A =
∪
P(A).

�⊇�

a ∈
∪
P(A) ↔ ∃B(B ∈ P(A) ∧ a ∈ B) ↔ ∃B(B ⊆ A ∧ a ∈ B) → ∃B(a ∈ A) ↔ a ∈ A.

�⊆�

a ∈ A ↔ {a} ⊆ A ↔ {a} ∈ P(A) → ∃B(B ∈ P(A) ∧ a ∈ B) ↔ a ∈
∪
P(A).

Przykªad 2.42. Poka»emy, »e
∩∩

(a, b) = a. Przypomnijmy, »e (a, b) = {{a}, {a, b}}. Zatem∩∩
(a, b) =

∩∩
{{a}, {a, b}} =

∩
({a} ∩ {a, b}) =

∩
{a} = a.

De�nicja 2.43. Niech (At)t∈T b¦dzie rodzin¡ indeksowan¡ podzbiorów przestrzeni X. Produk-
tem uogólnionym zbiorów rodziny (At)t∈T nazywamy zbiór wszystkich funkcji f : T →

∪
t∈T At

takich, »e f(t) ∈ At dla ka»dego t ∈ T . Zbiór ten oznaczamy przez P
t∈T

At.

W szczególno±ci, je»eli dla ka»dego t ∈ T mamy At = A ⊆ X, to produkt P
t∈T

jest zbiorem

wszystkich funkcji f : T → A. Zamiast P
t∈T

At Piszemy wtedy po prostu AT .

Je»eli T = N, to produkt uogólniony b¦dziemy oznacza¢ przez
∞
P
n=0

At.

Przykªad 2.44.

1. Niech T = R. Zde�niujmy At = {x ∈ Z : x > t}. Wtedy
∪

t∈T = Z. Zgodnie z de�nicj¡ mamy

P
t∈T

At =
{
f ∈ ZR : ∀t∈T f(t) ∈ At

}
.

Do powy»szego zbioru nale»y na przykªad funkcja f(t) = ⌊t⌋+3: dla ka»dego t ∈ T zachodzi
nierówno±¢ ⌊t⌋+1 > t, czyli f(t) ∈ At. Je»eli natomiast za ka»de At przyjmiemy Z, to wtedy
P
t∈T

At = ZR jest zbiorem wszystkich funkcji f : R = Z.
2. Niech (An)n∈N b¦dzie indeksowan¡ rodzin¡ zbiorów takich, »e An = {0, . . . , n} dla ka»dego

n ∈ N. Wtedy produkt
∞
P
n=0

At jest zbiorem ci¡gów (an)n∈N takich, »e dla ka»dego n ∈ N
zachodzi an 6 n.

3. Niech (An)n∈N b¦dzie indeksowan¡ rodzin¡ zbiorów takich, »e An = {0, 1}. Wtedy
∞
P
n=0

At =

{0, 1}N, czyli produkt jest zbiorem niesko«czonych ci¡gów zero-jedynkowych.

Cz¦±¢ 3. Relacje

De�nicja 3.1. Niech dane b¦d¡ dwa zbiory X i Y . Dowolny podzbiór R ⊆ X × Y nazywamy
relacj¡ okre±lon¡ na iloczynie kartezja«skim X × Y .

Cz¦sto zamiast pisa¢ (x, y) ∈ R b¦dziemy u»ywa¢ oznaczenia xRy, co odczytujemy jako �x
jest w relacji R z y�. Relacje de�niujemy najcz¦±ciej podaj¡c form¦ zdaniow¡ dwóch zmiennych
p(x, y) okre±laj¡c¡ zbiór R, czyli xRy ↔ p(x, y).

Przykªad 3.2.

(a) Niech X = {1, 3, 6, 17}, Y = {3, 5}. Wtedy R = {(1, 3), (1, 5), (3, 5), (17, 3)} jest relacj¡ na
X × Y .
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(b) Niech X = Y b¦dzie zbiorem ludzi. Wprowadzamy relacj¦ R w nast¦puj¡cy sposób: xRy
wtedy i tylko wtedy, gdy x jest wy»szy od y.

(c) Niech X = Y = R. Wtedy R = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} jest relacj¡.
(d) Niech X = Y = N. Wprowadzamy na N2 relacj¦ podzielno±ci: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy

x jest dzielnikiem y.
(e) Dla zbioru X de�niujemy relacj¦ 1X ⊆ X2 w nast¦puj¡cy sposób: 1X = {(x, x) : x ∈ X}.
(f) Dla dowolnego zbioru X zbiór X2 jest relacj¡.

3.1. Dziedzina, przeciwdziedzina i operacje na relacjach

De�nicja 3.3. Dziedzin¡ D(R) relacji R ⊆ X×Y nazywamy zbiór poprzedników par uporz¡d-
kowanych nale»¡cych do tej relacji, czyli D(R) = {x ∈ X : ∃y∈Y xRy}.

Przeciwdziedzin¡ D∗(R) relacjiR ⊆ X×Y nazywamy zbiór nast¦pników par uporz¡dkowanych
nale»¡cych do tej relacji, czyli D∗(R) = {y ∈ Y : ∃x∈X xRy}.
Przykªad 3.4. Dziedzin¡ dla relacji z przykªadu 3.2(a) jest zbiór {1, 3, 17}, natomiast przeciw-
dziedzin¡ {3, 5}. W przykªadzie 3.2(c) dziedzina i przeciwdziedzina s¡ równe [−1, 1]. W przy-
kªadzie 3.2(d) dziedzina to N+, natomiast przeciwdziedzina to N.

Relacje s¡ zbiorami, zatem mo»emy na nich wykonywa¢ standardowe dziaªania (suma, iloczyn,
itd.).

Twierdzenie 3.5. Dla dowolnych relacji S, T ⊆ X × Y zachodzi:

(i) D(S ∪ T ) = D(S) ∪D(T ),
(ii) D∗(S ∪ T ) = D∗(S) ∪D∗(T ),
(iii) D(S ∩ T ) ⊆ D(S) ∩D(T ),
(iv) D∗(S ∩ T ) ⊆ D∗(S) ∩D∗(T ).

Dowód.

(i)

x ∈ D(S ∪ T ) ↔ ∃y∈Y x(S ∪ T )y ↔ ∃y
(
y ∈ Y ∧ (xSy ∨ xTy)

)
↔ ∃y

(
(y ∈ Y ∧ xSy) ∨ (y ∈ Y ∧ xTy)

)
↔ ∃y(y ∈ Y ∧ xSy) ∨ ∃y(y ∈ Y ∧ xTy)
↔ x ∈ D(S) ∨ x ∈ D(T ) ↔ x ∈ D(S) ∪D(T ).

�
Przykªad 3.6. W punktach (iii) i (iv) w Twierdzeniu 3.5 nie mo»emy zast¡pi¢ inkluzji równo-
±ci¡. Niech S = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} oraz T = {(1, 2), (2, 4)}. Wtedy S∩T = {(1, 2)}. Mamy te»
D(S) = {1, 2} oraz D(T ) = {1, 2}. Zatem D(S) ∩D(T ) = {1, 2} ̸= {1} = D(S ∩ T ).
De�nicja 3.7 (Zªo»enie relacji). Niech S ⊆ X×Y oraz T ⊆ Y ×Z. Wtedy mo»emy zde�niowa¢
zªo»enie relacji T ◦ S ⊆ X × Z w nast¦puj¡cy sposób:

T ◦ S = {(x, z) ∈ X × Z : ∃y∈Y ((x, y) ∈ S ∧ (y, z) ∈ T )}.
De�nicja 3.8 (Relacja odwrotna). Relacj¡ odwrotn¡ do relacji R ⊆ X × Y nazywamy relacj¦
R−1 zde�niowan¡ w nast¦puj¡cy sposób:

R−1 = {(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ X × Y }.
Przykªad 3.9. Niech A = {0, 1, 2}, B = {2, 3, 4} oraz C = {3, 4, 5}. Zde�niujmy R ⊆ A × B
oraz S ⊆ B × C nast¦puj¡co:

R = {(0, 0), (0, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 4)}, S = {(2, 3), (3, 4), (4, 5), (2, 5)}.
Wtedy

A× C ⊇ S ◦R = {(1, 3), (1, 5), (1, 4), (2, 5)},
B ×A ⊇ R−1 = {(0, 0), (1, 0), (2, 1), (3, 1), (4, 2)}.
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Twierdzenie 3.10. Dla dowolnych relacji R ⊆ X × Y , S, S1, S2 ⊆ Y × Z oraz T ⊆ Z × U
zachodzi:

(i) T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R,
(ii) (S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1,
(iii) (R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1,
(iv) (R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1,
(v) (R−1)−1 = R,
(vi) (S1 ∪ S2) ◦R = (S1 ◦R) ∪ (S2 ◦R),
(vii) (S1 ∩ S2) ◦R ⊆ (S1 ◦R) ∩ (S2 ◦R).

Dowód. Dla przykªadu poka»emy punkt (iv)

(x, y) ∈ (R ∩ S)−1 ↔ (y, x) ∈ R ∩ S ↔ (y, x) ∈ R ∧ (y, x) ∈ S
↔ (x, y) ∈ R−1 ∧ (x, y) ∈ S−1 ↔ (x, y) ∈ R−1 ∩ S−1

oraz punkt (vii)

(x, z) ∈ (S1 ∩ S2) ◦R ↔ ∃y∈Y
(
(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S1 ∩ S2

)
↔ ∃y∈Y

(
(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S1 ∧ (y, z) ∈ S2

)
↔ ∃y∈Y

(
(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S1 ∧ (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S2

)
→ ∃y∈Y

(
(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S1

)
∧ ∃y∈Y

(
(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S2

)
↔ (x, z) ∈ (S1 ◦R) ∧ (x, z) ∈ (S2 ◦R)
↔ (x, z) ∈ (S1 ◦R) ∩ (S2 ◦R). �

Uwaga 3.11. Poka»emy, »e nie zawsze zachodzi równo±¢ (S1∩S2)◦R = (S1◦R)∩(S2◦R). Niech
S1 = {(1, 3)}, S2 = {(2, 3)} oraz R = {(0, 1), (0, 2)}. Wtedy S1∩R2 = ∅, czyli (S1∩S2) ◦R = ∅.
Ale S1 ◦R = {(0, 3)} = S2 ◦R, czyli (S1 ◦R) ∩ (S2 ◦R) = {(0, 3)} ̸= ∅.

3.2. Rodzaje relacji

De�nicja 3.12. Niech R ⊆ X ×X.

1. R jest relacj¡ zwrotn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x∈X xRx.

2. R jest relacj¡ antyzwrotn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x∈X ¬xRx.
3. R jest relacj¡ symetryczn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x,y∈X (xRy → yRx).

4. R jest relacj¡ antysymetryczn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x,y∈X (xRy → ¬yRx).
5. R jest relacj¡ sªabo antysymetryczn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x,y∈X (xRy ∧ yRx→ x = y).

6. R jest relacj¡ przechodni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x,y,z∈X (xRy ∧ yRz → xRz).

7. R jest relacj¡ spójn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x,y∈X (xRy ∨ yRx).
8. R jest relacj¡ sªabo spójn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x,y∈X (xRy ∨ yRx ∨ x = y).
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9. R jest relacj¡ równowa»no±ci wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechod-
nia.

10. R jest relacj¡ quasi-porz¡dku(praporz¡dku) wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna i przechod-
nia.

11. R jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna, antysymetryczna
i przechodnia.

12. R jest relacj¡ porz¡dku liniowego wtedy i tylko wtedy, gdy jest cz¦±ciowym porz¡dkiem i jest
spójna.

Przykªad 3.13. Zbada¢ wªasno±ci relacji:
(a) Niech X = {1, 3, 6, 17}, Y = {3, 5} oraz R = {(1, 3), (1, 5), (3, 5), (17, 3)}.
(b) Niech X = Y oraz niech xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest wy»szy od y.
(c) Niech X = Y = R oraz R = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
(d) Niech X = Y = N oraz niech xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest dzielnikiem y.
(e) Dla dowolnego zbioruX de�niujemy relacj¦ 1X ⊆ X2 w nast¦puj¡cy sposób: 1X = {(x, x) : x ∈

X}.
(f) Dla dowolnego zbioru X relacj¦ peªn¡ jako X2.

Relacje na zbiorach sko«czonych mo»na reprezentowa¢ za pomoc¡ tabelek za pomoc¡ grafów
skierowanych.

Przykªad 3.14. Niech A = B = {0, 1, 2, 3}. Rozwa»my relacje

R = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 2), (2, 0), (1, 3), (3, 1)},
S = {(0, 1), (1, 2), (0, 2), (0, 3), (1, 3)},
T = {(2, 0), (0, 3), (3, 1), (1, 1)}.

Tabelki dla powy»szych relacji wygl¡daj¡ nast¦puj¡co:
R 0 1 2 3
0 + +
1 + +
2 + +
3 + +

S 0 1 2 3
0 + + +
1 + +
2
3

T 0 1 2 3
0 +
1 +
2 +
3 +

Narysowa¢ odpowiednie grafy.

Je±li relacja jest zwrotna, to ka»dy element z przek¡tnej w tabelce musi nale»e¢ do relacji.
Analogicznie, je±li relacja jest antyzwrotna, to »aden element z przek¡tnej nie nale»y do relacji.

Je±li relacja jest symetryczna, to tabelka jest symetryczna wzgl¦dem przek¡tnej. Analogicznie,
je±li relacja jest antysymetryczna, to »adne dwa elementy o wspóªrz¦dnych (i, j) i (j, i) z tabelki
nie mog¡ równocze±nie nale»e¢ do relacji.

Twierdzenie 3.15. Niech R ⊆ X ×X. Wtedy

(i) R jest relacj¡ zwrotn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy 1X ⊆ R,
(ii) R jest relacj¡ symetryczn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy R ⊆ R−1,
(iii) R jest relacj¡ przechodni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy R ◦R ⊆ R.
Dowód.

(i) Z de�nicji R jest relacj¡ zwrotn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego x ∈ X para (x, x)
nale»y do R. A to jest równowa»ne temu, »e 1X ⊆ R.

(ii) Z de�nicji R jest relacj¡ symetryczn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwóch elemen-
tów x, y ∈ X je»eli (x, y) ∈ R, to równie» (y, x) ∈ R. Poniewa» (y, x) ∈ R jest równowa»ne
temu, »e (x, y) ∈ R−1, zatem rzeczywi±cie dowolna para (x, y) z relacji R nale»y równie»
do relacji R−1, czyli R ⊆ R−1,

(iii) Z de�nicji R jest relacj¡ przechodni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych trzech ele-
mentów x, y, z ∈ X je»eli (x, y) ∈ R oraz (y, z) ∈ R, to równie» (x, z) ∈ R. Niech zatem
(x, y) ∈ R oraz (y, z) ∈ R. Oznacza to, »e istnieje taki �po±rednik� pomi¦dzy x i z (jest
nim y), »e (x, z) ∈ R ◦R. Zatem R ◦R ⊆ R.
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�

Wniosek 3.16. Relacja R ⊆ X2 jest relacj¡ równowa»no±ci wtedy i tylko wtedy, gdy R =
R ◦R−1 ∪ 1X .

Dowód.
�→�: Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci. Chcemy pokaza¢ dwie inkluzje.

⊆: Niech (x, y) ∈ R. Poniewa» R jest symetryczna, to (x, x) ∈ R−1. Czyli istnieje element
po±redni pomi¦dzy x i y (jest nim x) taki, »e (x, y) ∈ R−1 ◦R. Zatem x ∈ R ◦R−1 ∪ 1X .
⊇: Niech (x, y) ∈ R ◦R−1 ∪ 1X . Wtedy (x, y) ∈ R ◦R−1 lub (x, y) ∈ 1X . W drugim przypadku
x musi by¢ równe y, czyli (x, y) = (x, x), a ta para nale»y do relacji R ze zwrotno±ci R. Niech
zatem (x, y) ∈ R ◦ R−1. Wtedy istnieje z ∈ X taki, »e (x, z) ∈ R−1 oraz (z, y) ∈ R. Z symetrii
relacji R mamy, »e jest to równowa»ne temu, »e istnieje z ∈ X taki, »e (x, z) ∈ R oraz (z, y) ∈ R.
Z przechodnio±ci R dostajemy wi¦c, »e (x, y) ∈ R.

�←�: Niech R = R ◦ R−1 ∪ 1X . Wtedy relacja R jest zwrotna, poniewa» 1X ⊆ R. Niech
(x, y) ∈ R. Wtedy (y, x) ∈ R−1. Ze zwrotno±ci relacji R mamy, »e (x, x) ∈ R. Zatem z tego, »e
(y, x) ∈ R ◦ R−1, czyli (y, x) ∈ R, co dowodzi symetrii relacji R. Poniewa» R jest symetryczna,
zatem R = R−1. W zwi¡zku z tym R ◦R = R ◦R−1 ⊆ R, czyli R jest przechodnia. �

3.3. Relacja równowa»no±ci i klasy abstrakcji

De�nicja 3.17. Niech R ⊆ X b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci. De�niujemy klas¦ równowa»no±ci
(abstrakcji) elementu x ∈ X w nast¦puj¡cy sposób:

[x]R = {y ∈ X : xRy}.

Element x nazywamy reprezentantem klasy [x]R.
Zbiór klas równowa»no±ci relacji R nazywamy zbiorem ilorazowym i oznaczamy przez X/R.

Czyli
X/R =

{
[x]R : x ∈ X

}
.

Przykªad 3.18.

1. Relacja R ⊆ N2 zde�niowana nast¦puj¡co: nRm ↔ 2|(n +m) jest relacj¡ równowa»no±ci.
Ma dwie klasy abstrakcji:

[0]R = {2k : k ∈ N} oraz [1]R = {2k + 1: k ∈ N}.

2. Relacja R ⊆ N2 zde�niowana nast¦puj¡co: nRm ↔ 3|(n −m) jest relacj¡ równowa»no±ci.
Ma trzy klasy abstrakcji:

[0]R = {3k : k ∈ N} , [1]R = {3k + 1: k ∈ N} oraz [1]R = {3k + 2: k ∈ N}.

3. Relacja R ⊆ N2 zde�niowana nast¦puj¡co: nRm ↔ 3|(n+m) nie jest relacj¡ równowa»no±ci.
Niech n = 1,m = 2, k = 1. Wtedy nRm orazmRk, ale nie jest prawd¡, »e nRk, zatem relacja
nie jest przechodnia.

4. Niech X = {{ax+b : x ∈ R} : a, b ∈ R}, czyli X jest zbiorem prostych na pªaszczy¹nie R2. Re-
lacja równolegªo±ci ∥ okre±lona na X2 jest relacj¡ równowa»no±ci. Relacja ta ma niesko«czenie
wiele klas abstrakcji, ka»da z nich jest postaci

[ax]∥ = {{ax+ b : x ∈ R} : b ∈ R}.

5. Dla dowolnego zbioru X relacja 1X jest relacj¡ równowa»no±ci. Relacja ta ma tyle klas abs-
trakcji ile elementów jest w zbiorze X, poniewa» dla dowolnego elementu x ∈ X mamy

[x]1x = {x}.

6. Dla dowolnego zbioru X relacja X2 jest relacj¡ równowa»no±ci. Relacja ta ma tylko jedn¡
klas¦ abstrakcji, poniewa» wszystkie elementy s¡ ze sob¡ w relacji: dla ka»dego elementu
x ∈ X mamy

[x]X2 = X2.
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Uwaga 3.19. Dla dowolnej relacji R ⊆ X2 i dowolnego elementu x ∈ X klasa [x]R jest niepusta,
poniewa» ze zwrotno±ci R mamy, »e x ∈ [x]R. Zatem »adna klasa równowa»no±ci nie mo»e by¢
pusta.

Twierdzenie 3.20. Niech R ⊆ X2 b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci. Nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne:

(i) [x]R ∩ [y]R ̸= ∅,
(ii) [x]R = [y]R,
(iii) xRy.

Dowód.

(i)→(ii) Niech [x]R ∩ [y]R ̸= ∅. Istnieje wtedy taki element z ∈ X, »e z ∈ [x]R ∩ [y]R. Zatem
xRz oraz yRz. Niech a b¦dzie dowolnym elementem ze zbioru [x]R. Wtedy

a ∈ [x]R ↔ xRa ↔ xRa ∧ xRz ∧ yRz
↔ aRx ∧ xRz ∧ zRy ↔ aRy → a ∈ [y]R.

(ii)→(iii) Niech [x]R = [y]R. Wiemy, »e x ∈ [x]R oraz y ∈ [yR]. Zatem x i y nale»¡ do tej samej
klasy abstrakcji, a zatem xRy.

(iii)→(i) Niech xRy. Wtedy y ∈ [x]R. Ponadto wiemy, »e y ∈ [y]R, czyli y ∈ [x]R ∩ [y]R, a
zatem rzeczywi±cie [x]R ∩ [y]R ̸= ∅.

�

De�nicja 3.21. Niech X ̸= ∅. Rodzin¦ P ⊆ P(P(X)) nazywamy rozkªadem zbioru X, gdy:

1. ∀A∈P A ̸= ∅,
2.

∪
P = X,

3. ∀A∈P∀B∈P (A ̸= B → A ∩B = ∅).

Twierdzenie 3.22. Niech P b¦dzie rozkªadem zbioru X. De�niujemy relacj¦ RP nast¦puj¡co:

xRP y ↔ ∃A∈P (x ∈ A ∧ y ∈ A).

Wtedy:

(i) relacja RP jest relacj¡ równowa»no±ci,
(ii) X/RP = P .

Dowód.

(i) Relacja RP jest zwrotna, poniewa» dla ka»dego elementu x musi istnie¢ zbiór A ∈ P ,
do którego x nale»y. Relacja RP jest symetryczna, poniewa» koniunkcja jest przemienna.
Pozostaje pokaza¢ przechodnio±¢ relacji RP . Niech xRP y oraz yRP z. Wtedy istnieje zbiór
A ∈ P , do którego nale»¡ x i y, oraz istnieje zbiór B ∈ P , do którego nale»¡ y i z. Zatem
zbiór A∩B jest niepusty, co oznacza, »e A = B. Zatem istnieje zbiór z podziaªu, do którego
nale»¡ x i z.

(ii) �⊆�: Niech A ∈ X/RP . Wtedy istnieje element x ∈ X taki, »e A = [x]RP
. Niech B b¦dzie

zbiorem z rozkªadu P takim, »e x ∈ B. Poniewa» x nale»y do dokªadnie jednego zbioru z
podziaªu, wi¦c A = B. St¡d A ∈ P .
�⊇�: Niech A ∈ P . Wtedy A jest zbiorem niepustym. Niech x b¦dzie elementem z A.
Wówczas A = [x]RP

. �

Cz¦±¢ 4. Funkcje

De�nicja 4.1. Funkcj¡ cz¦±ciow¡ prowadz¡c¡ ze zbioru X w zbiór Y nazywamy relacj¦ f ⊆
X × Y speªniaj¡c¡ warunek:

(1) ∀x∈X ∀y,z∈Y
(
(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z

)
.
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Funkcj¡ prowadz¡c¡ ze zbioru X w zbiór Y nazywamy funkcj¦ cz¦±ciow¡ f ⊆ X × Y speªnia-
j¡c¡ warunek:

(2) ∀x∈X ∃y∈Y (x, y) ∈ f.

Gdy f ⊆ X × Y jest funkcj¡ cz¦±ciow¡, to piszemy f : X 99K Y , natomiast gdy f jest funkcj¡
u»ywamy zapisu f : X → Y . Gdy f jest funkcj¡ cz¦±ciow¡ i para (x, y) nale»y do f , to piszemy
f(x) = y i mówimy, »e y jest warto±ci¡ funkcji f dla argumentu x.

Przykªad 4.2.

1. R ⊆ R× R taka, »e (x, y) ∈ R↔ x2 = y2 nie jest funkcj¡ cz¦±ciow¡.
2. R ⊆ R+ × R+ taka, »e (x, y) ∈ R↔ x2 = y2 jest funkcj¡.
3. R ⊆ N× Z taka, »e (x, y) ∈ R↔ x2 = y3 jest funkcj¡ cz¦±ciow¡, ale nie jest funkcj¡.
4. R ⊆ N× Z taka, »e (x, y) ∈ R↔ x3 = y2 nie jest funkcj¡ cz¦±ciow¡.

De�nicja 4.3 (Dziedzina i przeciwdziedzina funkcji). Niech dana b¦dzie funkcja cz¦±ciowa
f : X 99K Y . Dziedzin¡ f nazywamy zbiór

Dom(f) = {x ∈ X : ∃y∈Y f(x) = y}.

Gdy f jest funkcj¡, to oczywi±cie Dom(f) = X. Przeciwdziedzin¡ lub zbiorem warto±ci f nazy-
wamy zbiór

Rg(f) = {y ∈ Y : ∃x∈X f(x) = y}.

Przykªad 4.4.

1. Dla funkcji f : N→ N takiej, »e f(n) = −2n− 2 mamy Dom(f) = N oraz Rg(f) = {2k : k ∈
Z−}.

2. Dla funkcji cz¦±ciowej f : R→ R takiej, »e f(x) = | tg x| mamy Dom(f) = R\{π2 +kπ : k ∈ Z}
oraz Rg(f) = R+ ∪ {0}.

De�nicja 4.5 (Obci¦cie funkcji). Niech dana b¦dzie funkcja f : X → Y . Obci¦ciem funkcji f
do zbioru Z ⊆ X nazywamy funkcj¦ f �Z : Z → Y tak¡, »e dla ka»dego z ∈ Z zachodzi równo±¢
f(x) = f �Z (x).

Przykªad 4.6. Niech f : R → R b¦dzie zadana wzorem f(x) = ⌊x⌋. Wtedy obci¦cie funkcji f
do zbioru liczb naturalnych f �N→ R jest po prostu funkcj¡ identyczno±ciow¡ f �N (x) = 1N = x.

Funkcje s¡ relacjami, wi¦c mo»emy zde�niowa¢ operacj¦ zªo»enia funkcji.

Lemat 4.7. Zªo»enie funkcji f : X → Y oraz g : Y → Z jest funkcj¡ ze zbioru X w zbiór Z.

Przykªad 4.8.

1. f : R ∋ x 7→ sinx ∈ [−1, 1], g : [−1, 1] ∋ x 7→ log3 |x+ 2| ∈ [0, 1], g ◦ f(x) = ....
2. f : R ∋ x 7→ ex ∈ R+, g : R+ ∋ x 7→ lnx ∈ R, ...

De�nicja 4.9 (Obraz i przeciwobraz). Niech dana b¦dzie funkcja f : X → Y oraz niech A ⊆ X
i B ⊆ B.
1. Obrazem zbioru A przez funkcj¦ f nazywamy zbiór

−→
f (A) = {y ∈ Y : ∃x∈A f(x) = y}.

2. Przeciwobrazem zbioru B przez funkcj¦ f nazywamy zbiór
−→
f −1(A) = {x ∈ X : ∃y∈B f(x) = y}.

Przykªad 4.10. 1. Niech f : R → R b¦dzie zadana wzorem f(x) = x2 − 7x + 10. Wyznaczy¢
obraz zbiorów {1, 2, 3}, [0,∞) oraz [−10, 0]. Wyznaczy¢ przeciwobraz zbiorów {0, 10}, Z−
oraz (−∞, 0].

2. Niech g : R2 → R2 b¦dzie zadana wzorem g(x, y) = (2x+ y, x−2y). Wyznaczy¢ obraz prostej
2x+ y − 3 = 0. Wyznaczy¢ przeciwobraz okr¦gu x2 + y2 = 1.
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Twierdzenie 4.11. Niech dana b¦dzie funkcja f : X → Y . Dla dowolnych zbiorów A,B ⊆ X
oraz C,D ⊆ Y zachodzi:

(i)
−→
f (A ∪B) =

−→
f (A) ∪

−→
f (B),

(ii)
−→
f (A ∩B) ⊆

−→
f (A) ∩

−→
f (B),

(iii)
−→
f −1(A ∪B) =

−→
f −1(A) ∪

−→
f −1(B),

(iv)
−→
f −1(A ∩B) =

−→
f −1(A) ∩

−→
f −1(B).

Uwaga 4.12. W punkcie (ii) inkluzji nie mo»na zast¡pi¢ równo±ci¡. Rozwa»my funkcj¦ f : {0, 1} ∋
x 7→ 7 ∈ N oraz zbiory A = {0} i B = {1}. Wtedy

−→
f (A) =

−→
f (B) = {7}, ale A ∩ B = ∅, wi¦c

−→
f (A ∩B) = ∅.

Twierdzenie 4.13. Niech dana b¦dzie funkcja f : X → Y . Dla dowolnych zbiorów A ⊆ X oraz
B ⊆

−→
f (X) zachodzi:

(i) A ⊆
−→
f −1

(−→
f (A)

)
,

(ii) B =
−→
f
(−→
f −1(B)

)
,

(iii) je»eli f jest iniekcj¡, to A =
−→
f −1

(−→
f (A)

)
.

Przykªad 4.14. Je±li funkcja f z powy»szego twierdzenia nie jest iniekcj¡, to w punkcie (i)
nie mo»emy zast¡pi¢ inkluzji równo±ci¡. Niech bowiem x1 i x2 b¦d¡ ró»nymi elementami zbioru
X takimi, »e f(x1) = f(x2). Rozwa»my zbiór A = {x1}. Wtedy

−→
f (A) = {f(x1)}. Ale wtedy

−→
f −1

(−→
f (A)

)
=
−→
f −1

(
{f(x1)}

)
⊇ {x1, x2} ̸= A.

De�nicja 4.15. Niech dana b¦dzie funkcja f : X → Y .

1. Je»eli speªniony jest warunek

∀x1,x2∈X
(
f(x1) = f(x2)→ x1 = x2

)
,

to funkcj¦ f nazywamy iniekcj¡ lub funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡. Piszemy wtedy f : X ↪→ Y .
2. Je»eli speªniony jest warunek

∀y∈Y ∃x∈X f(x) = y,

to funkcj¦ f nazywamy suriekcj¡ lub funkcj¡ na. Piszemy wtedy f : X � Y .
3. Je»eli funkcja f jest iniekcj¡ i suriekcj¡, to f nazywamy bijekcj¡.

Przykªad 4.16. Sprawdzi¢, czy podane funkcje s¡ iniekcjami, suriekcjami, bijekcjami. Wyzna-
czy¢ zbiór warto±ci. Je±li funkcja jest bijekcj¡, wyznaczy¢ funkcj¦ odwrotn¡.

1. Niech f : R ∋ x 7→ 3x+ 2 ∈ R.
2. Niech f : R ∋ x 7→ x

1+x2 ∈ R.
3. Niech f : N ∋ n 7→ (−2)n ∈ Z.
4. Niech f : C ∋ z 7→ z ∈ C.
5. Niech f : R ∋ x 7→ 3x − 2x ∈ R.

Twierdzenie 4.17. Je»eli funkcja jest bijekcj¡, to istnieje do niej funkcja odwrotna. Funkcja
odwrotna do bijekcji jest bijekcj¡.

Twierdzenie 4.18. Zªo»enie iniekcji jest iniekcj¡. Zªo»enie suriekcji jest suriekcj¡. Zªo»enie
bijekcji jest bijekcj¡.

De�nicja 4.19 (J¡dro odwzorowania). Dla dowolnej funkcji f : X → Y de�niujemy relacj¦
Ker(f) ⊆ X2, zwan¡ j¡drem odwzorowania f w nast¦puj¡cy sposób:

(x1, x2) ∈ Ker(f) ↔ f(x1) = f(x2).

Lemat 4.20. Dla dowolnej funkcji f relacja Ker(f) jest relacj¡ równowa»no±ci.
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Dowód. Niech f : X → Y . Dla dowolnego elementu x ∈ X para (x, x) nale»y do Ker(f), bo
f(x) = f(x). Niech (x1, x2) ∈ Ker(f), czyli f(x1) = f(x2) Wtedy oczywi±cie równie» (x2, x1) ∈
Ker(f). Niech (x1, x2), (x2, x3) ∈ Ker(f). Wtedy f(x1) = f(x2) oraz f(x2) = f(x3), czyli
f(x1) = f(x3), a zatem (x1, x3). Relacja Ker(f) jest wi¦c zwrotna, symetryczna i przechodnia,
a zatem jest relacj¡ równowa»no±ci. �

Twierdzenie 4.21 (O faktoryzacji). Dla ka»dej funkcji f : X → Y istnieje zbiór Z oraz suriekcja
g : X → Z i iniekcja h : Z → Y takie, »e f = h ◦ g.

Dowód. Niech Z b¦dzie zbiorem klas abstrakcji relacji Ker(f). De�niujemy funkcj¦ g : X →
X/Ker(f) jako g(x) = [x]Ker(f), czyli ka»demu elementowi x ze zbioru X funkcja g przypo-
rz¡dkowuje klas¦ abstrakcji [x]Ker(f). Tak zde�niowana funkcja g jest suriekcj¡, poniewa» »adna
klasa abstrakcji nie jest pusta, czyli ka»dy element ze zbioru X/Ker(f) jest warto±ci¡ funkcji g.

De�niujemy teraz h : X/Ker(f)→ Y jako funkcj¦ przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»dej klasie abstrak-
cji [x]Ker(f) jeden z jej elementów, czyli

h = {(u, y) ∈ X/Ker(f)× Y : ∃x∈X u = [x]Ker(f) ∧ f(x) = y.}

Tak zde�niowana funkcja h jest funkcj¡, gdy» zgodnie z de�nicj¡ relacji Ker(f) funkcja f przy-
pisuje wszystkim elementom danej klasy abstrakcji te same warto±ci.

Poka»emy teraz, »e h jest iniekcj¡. Niech u1, u2 ∈ Z b¦d¡ takie, »e h(u1) = h(u2). Istniej¡
wtedy takie elementy x1, x2 ∈ X, »e [x1]Ker(f) = u1 oraz [x2]Ker(f) = u2. Z de�nicji funkcji
h mamy h(u1) = f(x1) oraz h(u2) = f(x2). Poniewa» h(u1) = h(u2), zatem f(x1) = f(x2).
Wynika st¡d, »e (x1, x2) ∈ Ker(f), czyli [x1]Ker(f) = [x2]Ker(f). Oznacza to, »e u1 = u2, czyli h
rzeczywi±cie jest iniekcj¡.

Poka»emy teraz, »e f = h◦g. Ustalmy x ∈ X. Wtedy g(x) = [x]Ker(f) oraz h([x]Ker(f)) = f(x).
Zatem h ◦ g(x) = f(x) dla ka»dego elementu x ∈ X. �

Przykªad 4.22. NiechX b¦dzie zbiorem kwadratów na pªaszczy¹nie. Rozwa»my funkcj¦ f : X →
N+ przypisuj¡c¡ ka»demu kwadratowi dªugo±¢ jego boku. WtedyKer(f) wyznacza podziaª zbioru
kwadratów na rodziny kwadratów o takich samych dªugo±ciach boków. Funkcja h z Twierdzenia
o faktoryzacji przypisuje ka»dej takiej rodzinie kwadratów liczb¦ naturaln¡ b¦d¡c¡ dªugo±ci¡
boku tych kwadratów.

Cz¦±¢ 5. Teoria mocy

De�nicja 5.1. Powiemy, »e dwa zbiory X i Y s¡ równoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
bijekcja mi¦dzy nimi. Piszemy wtedy X ∼ Y .

Przykªad 5.2. 1. Dwa zbiory sko«czone s¡ równoliczne, je»eli maj¡ tyle samo elementów. Na
przykªad zbiory {1, 2, 3, 4} oraz {x ∈ R : x4 − 3x2 + 1 = 0} s¡ równoliczne: oba maj¡ 4
elementy.

2. Zbiór liczb naturalnych N jest równoliczny ze zbiorem liczb naturalnych parzystych Par, po-
niewa» istnieje bijekcja mi¦dzy nimi, na przykªad f : N ∋ n 7→ 2n ∈ Par.

Drugi z przykªadów pokazuje, »e zbiór mo»e by¢ równoliczny ze swoim podzbiorem wªa±ciwym.
Opowie±¢ o Hotelu Hilberta.

Twierdzenie 5.3. Dla dowolnych zbiorów X, Y oraz X zachodzi:

1. X ∼ X,
2. je»eli X ∼ Y , to Y ∼ X,
3. je»eli X ∼ Y oraz Y ∼ Z, to X ∼ Z.

Dowód. 1. Jako bijekcj¦ ustalaj¡c¡ równoliczno±¢ X z samym sob¡ wystarczy wzi¡¢ 1X (iden-
tyczno±¢ na X).

2. Niech f : X → Y b¦dzie bijekcj¡. Wtedy istnieje funkcja odwrotna f−1 : Y → X, która
równie» jest bijekcj¡.
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3. Niech f : X → Y oraz g : Y → Z b¦d¡ bijekcjami. Zªo»enie bijekcji jest bijekcj¡, a zatem
g ◦ f : X → Z ustala równoliczno±¢ X z Z. �
Dzi¦ki powy»szemu twierdzeniu wida¢, »e mo»emy dokona¢ klasy�kacji zbiorów ze wzgl¦du

na ich liczno±¢.

De�nicja 5.4. Ka»demu zbiorowi X przyporz¡dkowujemy jego liczb¦ kardynaln¡ (jego moc)
oznaczan¡ przez |X| (lub X, #X) w taki sposób, »e dwóm zbiorom X i Y jest przyporz¡dkowana
ta sama liczba kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory te s¡ równoliczne, czyli |X| = |Y |
wtedy i tylko wtedy, gdy X ∼ Y .

Nale»y podkre±li¢, »e równoliczno±¢ ∼ nie jest relacj¡, okre±lamy j¡ bowiem dla dowolnych
zbiorów, które nie tworz¡ zbioru.

5.1. Zbiory przeliczalne

De�nicja 5.5. Zbiorem przeliczalnym nazywamy ka»dy zbiór równoliczny ze zbiorem liczb na-
turalnych N. Moc zbiorów przeliczalnych oznaczamy symbolem ℵ0.

Zbiorem co najwy»ej przeliczalnym nazywamy ka»dy zbiór sko«czony lub przeliczalny.

Przykªad 5.6. 1. Zbiór pusty jest co najwy»ej przeliczalny.
2. Zbiór {1, 3, 6} jest sko«czony, a wi¦c jest co najwy»ej przeliczalny.
3. Zbiór liczb naturalnych jest przeliczalny, poniewa» N ∼ N.
4. Zbiór liczb naturalnych parzystych jest przeliczalny, poniewa» N ∼ Par.
5. Zbiór liczb pierwszych jest przeliczalny, poniewa» N ∼ Par.

Twierdzenie 5.7. Zbiór liczb caªkowitych jest przeliczalny.

Dowód. Ustalamy bijekcj¦ pomi¦dzy Z oraz N w nast¦puj¡cy sposób:

f(k) =

{
2k gdy k > 0
−2k − 1 gdy k < 0

.

�
Intuicyjnie rzecz ujmuj¡c, zbiór jest co najwy»ej przeliczalny, gdy jego elementy daj¡ si¦

ustawi¢ w (sko«czony lub niesko«czony) ci¡g. Innymi sªowy, mo»na je �przeliczy¢�.

Twierdzenie 5.8. Zbiór A ̸= ∅ jest co najwy»ej przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
zbiorem wyrazów pewnego ci¡gu niesko«czonego.

Dowód.

→ Niech A b¦dzie zbiorem sko«czonym {a0, . . . , am}. Wtedy jest on zbiorem wyrazów pewnego
ci¡gu niesko«czonego (bn)n∈N okre±lonego w nast¦puj¡cy sposób: bi = ai dla ka»dego i ∈
{0, . . . ,m} oraz bi = am dla ka»dego i > m. Je»eli natomiast A jest zbiorem niesko«czonym i
co najwy»ej przeliczalnym, to jest przeliczalny, a zatem istnieje bijekcja f : N→ A. Wtedy A
jest zbiorem wyrazów ci¡gu niesko«czonego (bn)n∈N okre±lonego jako bn = f(n) dla ka»dego
n ∈ N.

← Niech A b¦dzie zbiorem wyrazów pewnego ci¡gu niesko«czonego (bn)n∈N. Je»eli A jest zbio-
rem sko«czonym, to z de�nicji jest zbiorem co najwy»ej przeliczalnym. Niech wi¦c A b¦dzie
zbiorem niesko«czonym. Zde�niujmy funkcj¦ f : N → A a nast¦puj¡cy sposób: f(0) = b0
oraz f(i) jest równe pierwszemu wyrazowi ci¡gu (bn)n∈N ró»nemu od ka»dego z wyrazów
b0, . . . , bk−1. Tak zde�niowana funkcja jest bijekcj¡, a zatem A jest przeliczalny. �

Twierdzenie 5.9. Podzbiór zbioru co najwy»ej przeliczalnego jest co najwy»ej przeliczalny.

Dowód. Niech X b¦dzie zbiorem co najwy»ej przeliczalnym oraz niech Y ⊆ X. Je»eli Y jest
zbiorem sko«czonym, to z de�nicji jest co najwy»ej przeliczalny. Je»eli Y = X, to równie» jest
co najwy»ej przeliczalny. Zaªó»my zatem, »e Y jest niesko«czony oraz Y  X. Poniewa» X jest
wtedy zbiorem niesko«czonym, a zatem zbiorem przeliczalnym, to istnieje bijekcja f : N → X.
De�niujemy g : N → Y w nast¦puj¡cy sposób: g(0) = f(n0), gdzie n0 = min{i ∈ N : f(i) ∈ Y }
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oraz g(k) = f(nk), gdzie nk = min{i ∈ N : f(i) ∈ Y ∧ i > nk−1}. Tak okre±lona funkcja g jest
bijekcj¡, a zatem Y jest równoliczny z X, czyli jest co najwy»ej przeliczalny. �
Twierdzenie 5.10. Suma dowolnej sko«czonej liczby zbiorów co najwy»ej przeliczalnych jest co
najwy»ej przeliczalna.

Dowód. Wystarczy pokaza¢, »e suma dwóch zbiorów co najwy»ej przeliczalnych jest co najwy»ej
przeliczalna. Teza twierdzenie wynika nast¦pnie z prostej indukcji. Niech zatem dane b¦d¡ dwa
zbiory co najwy»ej przeliczalne X i Y . Je»eli jeden z nich jest pusty, to teza jest oczywista.
Niech oba b¦d¡ niepuste oraz niech f : N→ X oraz g : N→ Y przeksztaªcaj¡ oba zbiory na N.
De�niujemy funkcj¦ h : N→ X ∪ Y w nast¦puj¡cy sposób:

h(n) =

{
f(n) gdy n jest parzyste
g(n) gdy n jest nieparzyste

.

Funkcja g przeksztaªca N na zbiór X ∪ Y , a zatem jest on co najwy»ej przeliczalny. �
Twierdzenie 5.11. Zbiór N jest równoliczny z N2.

Dowód. (Kodowanie pªaszczyzny) Zde�niujmy funkcj¦ C : N2 → N w nast¦puj¡cy sposób:

C(n,m) =
(n+m)(n+m+ 1)

2
+m.

Powy»sz¡ funkcj¦ nazywamy funkcj¡ pary Cantora. Jest ona bijekcj¡. [wymaga uzupeªnienia] �
Wniosek 5.12. Produkt kartezja«ski sko«czenie wielu zbiorów co najwy»ej przeliczalnych jest
co najwy»ej przeliczalny.

Dowód. Wystarczy pokaza¢, »e produkt kartezja«ski dwóch zbiorów co najwy»ej przeliczalnych
jest co najwy»ej przeliczalny. Uogólnienie na dowoln¡ sko«czon¡ liczb¦ zbiorów to prosta induk-
cja.

Niech dane b¦d¡ dwa zbiory co najwy»ej przeliczalne X i Y . Je»eli jeden z nich jest pusty,
to X × Y jest pusty, czyli co najwy»ej przeliczalny. Je»eli jeden ze zbiorów jest sko«czony,
bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e jest to X, to iloczyn kartezja«ski X × Y jest sum¡
sko«czenie wielu zbiorów co najwy»ej przeliczalnych. Niech bowiem X = {x1, . . . , xn}. Wtedy
X × Y = ({x1} × Y ) ∪ . . . ∪ ({xn} × Y ). Ka»dy ze skªadników tej sumy ma moc tak¡ jak Y , a
zatem caªa suma jest co najwy»ej przeliczalna.

Zaªó»my wi¦c, »e oba zbiory s¡ niesko«czone, a zatem przeliczalne. Wtedy istniej¡ bijekcje
f : X → N oraz g : Y → N. Rozwa»my naturaln¡ bijekcj¦ f × g : X × Y → N× N zde�niowan¡
jako (f × g)(n,m) = (f(n), g(m)). Aby pokaza¢, »e X × Y jest przeliczalny, wystarczy wzi¡¢
zªo»enie dwóch bijekcji C ◦ (f × g) : X × Y → N, które ustanawia równoliczno±¢ zbiorów X × Y
oraz N. �
Twierdzenie 5.13. Suma przeliczalnie wielu zbiorów przeliczalnych jest przeliczalna.

Dowód. Wiemy, »e ka»dy zbiór przeliczalny jest równoliczny ze zbiorem N oraz »e dla dowolnego
k ∈ N+ istnieje bijekcja fk : Nk → N. Poka»emy, »e

∪
k∈N+

Nk jest zbiorem przeliczalnym. Ele-

mentami zbioru
∪

k∈N+
Nk s¡ sko«czone ci¡gi (a1, . . . , ak). Ka»demu takiemu ci¡gowi mo»emy

przyporz¡dkowa¢ par¦ (k, fk(a1, . . . , ak)) ∈ N+×N. Zauwa»my, »e takie przyporz¡dkowanie jest
bijekcj¡ ze zbioru

∪
k∈N+

Nk na zbiór N+ × N: wynika to natychmiast z bijektywno±ci wszyst-

kich funkcji fk. Poniewa» zbiór N+ × N jest przeliczalny, zatem równie»
∪

k∈N+
Nk musi by¢

przeliczalny. �
Twierdzenie 5.14. Zbiór liczb wymiernych Q jest równoliczny z N.

Dowód. Na mocy powy»szych twierdze« zbiór Z × N jest zbiorem przeliczalnym. Zauwa»my
teraz, »e ka»da liczba wymierna daje si¦ przedstawi¢ w postaci m

n , gdzie m ∈ Z oraz n ∈ N.
Zde�niujmy funkcj¦ g : Z×N→ Q jako g(m,n) = m

n . Tak okre±lona funkcja przeksztaªca Z×N
na Q, a zatem moc Q jest nie wi¦ksza ni» moc zbioru Z×N. Poniewa» Q jest niesko«czony, wi¦c
jest przeliczalny. �
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Wniosek 5.15. Zbiór wszystkich ci¡gów sko«czonych jest przeliczalny. Zbiór wszystkich wielo-
mianów jest przeliczalny. Zbiór liczb algebraicznych jest przeliczalny.

5.2. Zbiory nieprzeliczalne

Istniej¡ zbiory, których elementy nie sposób ustawi¢ w ci¡g. Takie zbiory nazywamy nieprze-
liczalnymi.

De�nicja 5.16. Zbiory, które nie s¡ co najwy»ej przeliczalne nazywamy nieprzeliczalnymi.

Lemat 5.17. Ka»da liczba rzeczywista z przedziaªu (0, 1] ma jednoznaczne dziesi¦tne rozwini¦cie
niesko«czone, które nie jest od pewnego miejsca stale równe 0.

Twierdzenie 5.18. Zbiór liczb rzeczywistych z przedziaªu (0, 1] jest nieprzeliczalny.

Dowód. Poka»emy, »e nie istnieje bijekcja f : N→ (0, 1]. Dla dowodu nie wprost zaªó»my, »e taka
bijekcja istnieje. Oznacza to, »e ka»da liczba z przedziaªu (0, 1] jest wyrazem ci¡gu (f(n))n∈N.
Oznaczmy i-t¡ cyfr¦ w rozwini¦ciu dziesi¦tnym liczby f(n) przez fi(n).

Rozwa»my teraz liczb¦ rzeczywist¡ a ∈ (0, 1] o reprezentacji dziesi¦tnej a = 0, a0a1a2a3 . . .
tak¡, »e

ai = (fi(i) + 1) mod 10.

Poniewa» f jest bijekcj¡, zatem istnieje taka liczba naturalna k, dla której f(k) = a. Wtedy
k-ta cyfra w rozwini¦ciu dziesi¦tnym a jest równa fk(k). Z drugiej strony, z de�nicji liczby a,
k-ta cyfra w rozwini¦ciu dziesi¦tnym, czyli ak, jest równa fk(k) + 1. Dostajemy zatem równo±¢
fk(k) = fk(k) + 1, otrzymuj¡c sprzeczno±¢.

Oznacza to, »e nie istnieje bijekcja f : N → (0, 1]. Poniewa» (0, 1] nie jest zbiorem ani sko«-
czonym ani przeliczalnym, zatem jest zbiorem nieprzeliczalnym. �
Twierdzenie 5.19. Zbiory (0, 1) i (0, 1] s¡ równoliczne.

Dowód. Równoliczno±¢ jest ustanowiona na przykªad przez bijekcj¦ f : (0, 1) → [0, 1] zde�nio-
wan¡ w nast¦puj¡cy sposób:

f(x) =


1, gdy x = 1

2
1

n+2 , gdy x = 1
n+3 dla pewnego n ∈ N

x, w przeciwnym przypadku

. �

Twierdzenie 5.20. Zbiór liczb rzeczywistych jest równoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych z
przedziaªu (0, 1).

Dowód. Wska»emy bijekcj¦ mi¦dzy rozwa»anymi zbiorami. Poka»emy najpierw, »e (0, 1) ∼ (0, π).
Wystarczy wzi¡¢ funkcj¦ f : (0, 1) ∋ x 7→ πx ∈ (0, π). Równoliczno±¢ (0, π) ∼ R jest ustanowiona
przez funkcj¦ cotangens: (0, π) ∋ x 7→ ctg x ∈ R jest bijekcj¡. �
De�nicja 5.21. Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywamy continuum i oznaczamy przez c.

Twierdzenie 5.22 (bez dowodu). Zbiór liczb niewymiernych ma moc c.

Twierdzenie 5.23 (bez dowodu). Zbiór wszystkich podzbiorów N ma moc c. Zbiór wszystkich
niesko«czonych podzbiorów N ma moc c. Zbiór wszystkich sko«czonych podzbiorów N ma moc ℵ0.

5.3. Twierdzenie Cantora-Bernsteina

Lemat 5.24. Niech dane b¦d¡ zbiory A, B i C. Je»eli C ⊆ B ⊆ A oraz |A| = |C|, to |A| = |B|.

Dowód (nieobowi¡zkowy). Poniewa» zbiory A i C s¡ równoliczne, zatem istnieje bijekcja f : A→
C. W dowodzie skonstruujemy bijekcj¦ g : A→ B. De�niujemy rekurencyjnie ci¡g zbiorów:

Z0 = B \ C,

Zn+1 =
−→
f (Zn).
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Niech Z :=
∪

n∈N Zn. Zauwa»my, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi inkluzja Zn ⊆ B. St¡d wynika,
»e równie» Z ⊆ B. De�niujemy teraz g : A→ B w nast¦puj¡cy sposób:

g(x) =

{
f(x), gdy x ∈ A \ Z
x, gdy x ∈ Z

.

Tak zde�niowana funkcja jest poprawnie okre±lona. Wystarczy zatem pokaza¢, »e jest bijekcj¡.
Poka»emy najpierw, »e g jest iniekcj¡. Niech a1, a2 b¦d¡ elementami ze zbioru A takimi, »e

a1 ̸= a2. Udowodnimy, »e w ka»dym z trzech poni»szych przypadków g(a1) ̸= g(a2).
(a) Je»eli a1, a2 ∈ Z, to g(a1) = a1 ̸= a2 = g(a2).
(b) Je»eli a1, a2 ̸∈ Z, to g(a1) = f(a1) oraz f(a2) = g(a2). Poniewa» f byªa iniekcj¡, zatem

g(a1) ̸= g(a2).
(c) Niech a1 ∈ Z oraz a2 ̸∈ Z, co oznacza, »e g(a1) = a1 oraz g(a2) = f(a2). Zaªó»my nie

wprost, »e g(a1) = g(a2). Wtedy a1 = f(a2), a st¡d f(a2) ∈ Z. Istnieje zatem n ∈ N takie,
»e f(a2) ∈ Zn. Je»eli n = 0, to f(a2) ∈ B \C, a w szczególno±ci f(a2) ̸∈ C. Jednak»e f jest
bijekcj¡ na zbiór C, zatem otrzymujemy sprzeczno±¢. Rozwa»my przypadek n > 0. Wtedy
f(a2) ∈ Zn =

−→
f (Zn−1), czyli dla pewnego z ∈ Zn−1 zachodzi f(x2) = z. Z iniektywno±ci

funkcji f mamy x2 = z, a zatem a2 ∈ Zn−1. Jest to sprzeczne z zaªo»eniem, »e a2 ̸∈ Z.
Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi nierówno±ci g(a1) ̸= g(a2).

Pozostaje pokaza¢, »e g jest suriekcj¡, czyli »e −→g (A) = B. Wiemy, »e Z ⊆ B ⊆ A. Otrzymu-
jemy st¡d

−→g (A) = −→g
(
(A \ Z) ∪ Z

)
= −→g (A \ Z) ∪ −→g (Z)

=
−→
f (A \ Z) ∪ Z =

−→
f (A \ Z) ∪

∪
n∈N

Zn =
−→
f (A \ Z) ∪ (B \ C) ∪

∪
n∈N+

Zn =

=
−→
f (A \ Z) ∪ (B \ C) ∪

∪
n∈N

−→
f (Zn) =

−→
f (A \ Z) ∪ (B \ C) ∪

−→
f
( ∪

n∈N
Zn

)
=

=
−→
f (A \ Z) ∪ (B \ C) ∪

−→
f (Z) =

−→
f (A) ∪ (B \ C) = C ∪ (B \ C) = B.

Skonstruowana funkcja g jest zatem bijekcj¡ ze zbioru A na zbiór B, co dowodzi równoliczno±ci
tych zbiorów. �
Twierdzenie 5.25 (Cantora-Bernsteina). Niech dane b¦d¡ zbiory A i B. Je»eli |A| 6 |B| oraz
|B| 6 |A|, to |A| = |B|.
Dowód (nieobowi¡zkowy). Nierówno±ci |A| 6 |B| oraz |B| 6 |A| oznaczaj¡, »e zbiór A jest rów-
noliczny z pewnym podzbiorem zbioru B oraz »e zbiór B jest równoliczny z pewnym podzbiorem
zbioru A. Istniej¡ zatem dwie iniekcje f : A→ B oraz g : B → A. Oznacza to, »e zbiory A, −→g (B)

i −→g
(−→
f (A)

)
speªniaj¡ zaªo»enia Lematu 5.24, tj. −→g

(−→
f (A)

)
⊆ −→g (B) ⊆ A. Z iniektywno±ci g

zbiory B i −→g (B) s¡ równoliczne, a to oznacza równoliczno±¢ zbiorów A i B. �

5.4. Twierdzenie Cantora

Twierdzenie 5.26 (Cantora). Moc dowolnego zbioru X jest silnie mniejsza od mocy jego zbioru
pot¦gowego P(X).

Dowód. Aby pokaza¢, »e moc X jest nie wi¦ksza od mocy P(X) wystarczy pokaza¢, »e istnieje
iniekcja f : X → P(X). Zauwa»my, »e taka iniekcja rzeczywi±cie istnieje � wystarczy zde�niowa¢
f w nast¦puj¡cy sposób: f(x) = {x}.

Aby pokaza¢, »e moc X jest silnie mniejsza od mocy P(X) nale»y pokaza¢, »e nie istnieje
suriekcja g : X → P(X). Zaªó»my dla dowodu nie wprost, »e taka suriekcja istnieje. Zde�niujmy
teraz nast¦puj¡cy zbiór:

B = {x ∈ X : x /∈ g(x)}.
Tak zde�niowany zbiór B jest elementem P(X). Poniewa» g jest suriekcj¡ musi istnie¢ taki
element b ∈ X, dla którego g(b) = B. Mamy dwie mo»liwo±ci:
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• je»eli b ∈ B, to z de�nicji B mamy b /∈ g(b), ale wtedy b /∈ B � sprzeczno±¢;
• je»eli b /∈ B, to z de�nicji B mamy b ∈ g(b), ale wtedy b ∈ B � sprzeczno±¢.

Oznacza to, »e nie istnieje poszukiwana suriekcja. �

Cz¦±¢ 6. Teoria porz¡dku

De�nicja 6.1. Niech dany b¦dzie zbiór X. Relacj¦ R ⊆ X2 nazywamy relacj¡ cz¦±ciowego
porz¡dku na X, je»eli jest zwrotna, sªabo antysymetryczna i przechodnia. Najcz¦±ciej relacj¦
cz¦±ciowego porz¡dku b¦dziemy oznacza¢ symbolem 6X lub po prostu 6. Par¦ (X,6) nazywamy
cz¦±ciowym porz¡dkiem, natomiast o zbiorze X mówimy, »e jest cz¦±ciowo uporz¡dkowany przez
relacj¦ 6X .

Przykªad 6.2.

1. Niech X b¦dzie zbiorem. Wtedy (P(X),⊆) jest cz¦±ciowym porz¡dkiem.
2. Niech | oznacza relacj¦ podzielno±ci w zbiorze liczb naturalnych. Wtedy (N+, |) jest cz¦±cio-

wym porz¡dkiem.
3. Para (R,6) jest cz¦±ciowym porz¡dkiem.

Relacje cz¦±ciowego porz¡dku mo»emy przedstawia¢ gra�cznie za pomoc¡ tak zwanych dia-
gramów Hassego.

De�nicja 6.3 (Elementy wyró»nione). Niech (X,6) b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem.
1. Element x ∈ X nazywamy elementem minimalnym, gdy ∀y∈x (y 6 x→ x = y).
2. Element x ∈ X nazywamy elementem maksymalnym, gdy ∀y∈x (x 6 y → x = y).
3. Element x ∈ X nazywamy elementem najmniejszym, gdy ∀y∈x x 6 y.
4. Element x ∈ X nazywamy elementem najwi¦kszym, gdy ∀y∈x y 6 x.

Uwaga 6.4. Zauwa»my, »e elementy wyró»nione nie musz¡ istnie¢. Elementów minimalnych
(maksymalnych) mo»e by¢ wiele, natomiast element najmniejszy (najwi¦kszy) mo»e by¢ tylko
jeden. Je»eli w porz¡dku istnieje element najmniejszy (najwi¦kszy), to jest on jedynym elementem
minimalnym (maksymalnym).

Przykªad 6.5. W cz¦±ciowym porz¡dku (Z,6) nie ma »adnego elementu wyró»nionego. W po-
rz¡dku (N,6) nie ma elementów maksymalnych ani elementu najwi¦kszego, natomiast 0 jest
elementem najmniejszym i minimalnym. W porz¡dku (X, 1X) dla co najmniej dwuelementowe-
go zbioru X ka»dy element jest elementem minimalnym i maksymalnym, natomiast nie istnieje
ani element najwi¦kszy ani najmniejszy.

De�nicja 6.6 (Majoranta, minoranta, supremum, in�mum). Niech (X,6) b¦dzie cz¦±ciowym
porz¡dkiem oraz niech A b¦dzie podzbiorem X.
1. Element x ∈ X nazywamy ograniczeniem górnym (lub majorant¡ lub kresem górnym) zbioru
A, gdy ka»dy element ze zbioru A jest mniejszy lub równy x, czyli gdy

∀a∈A a 6 x.

Zbiór ogranicze« górnych danego zbioru A b¦dziemy oznacza¢ przez MajA.
2. Element x ∈ X nazywamy ograniczeniem dolnym (lub minorant¡ lub kresem dolnym) zbioru
A, gdy ka»dy element ze zbioru A jest wi¦kszy lub równy x, czyli gdy

∀a∈A x 6 a.

Zbiór ogranicze« górnych danego zbioru A b¦dziemy oznacza¢ przez MinA.
3. Element x ∈ X nazywamy supremum zbioru A, je»eli x jest najmniejszym ograniczeniem

górnym, czyli zachodz¡ dwa warunki:
• ∀a∈A a 6 x,
• ∀y∈X

(
(∀a∈A a 6 y)→ x 6 y

)
.

Piszemy wtedy x = supA.
4. Element x ∈ X nazywamy in�mum zbioru A, je»eli x jest najwi¦kszym ograniczeniem dolnym,

czyli zachodz¡ dwa warunki:
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• ∀a∈A x 6 a,
• ∀y∈X

(
(∀a∈A y 6 a)→ y 6 x

)
.

Piszemy wtedy x = inf A.

Przykªad 6.7. Jakie± diagramy.

De�nicja 6.8 (Liniowy porz¡dek). Niech (X,6) b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem. Je»eli relacja
6 jest spójna, to nazywamy j¡ relacj¡ liniowego porz¡dku. O zbiorze X mówimy wtedy, »e jest
liniowo uporz¡dkowany, natomiast cz¦±ciowy porz¡dek (X,6) nazywamy liniowym porz¡dkiem.

De�nicja 6.9 (�a«cuch i antyªa«cuch). Niech (X,6) b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem oraz niech
A b¦dzie podzbiorem X.

1. Powiemy, »e A jest ªa«cuchem, gdy relacja 6 obci¦ta do zbioru A porz¡dkuje ten zbiór
liniowo. Zatem ªa«cuchem nazywamy taki podzbiór zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego, w
którym dowolne dwa elementy s¡ porównywalne.

2. Powiemy, »e A jest antyªa«cuchem, gdy relacja 6 obci¦ta do zbioru A jest identyczno±ci¡.
Zatem antyªa«cuchem nazywamy taki podzbiór zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego, w którym
»adne dwa ró»ne elementy nie s¡ porównywalne.

De�nicja 6.10 (Izomor�zm porz¡dków). Niech (X,6X) oraz (Y,6Y ) b¦d¡ dwoma cz¦±ciowymi
porz¡dkami. Powiemy, »e porz¡dki te s¡ izomor�czne (podobne), je»eli istnieje bijekcja f : X → Y
zachowuj¡ca porz¡dek, czyli speªniaj¡ca warunek

∀x,y∈X
(
x 6X y ↔ f(x) 6Y f(y)

)
.

De�nicja 6.11 (Porz¡dek g¦sty). Poset (X,6) jest g¦sty, je»eli speªniony jest warunek

∀x,y∈X
(
x ̸= y ∧ x 6 y → ∃z∈X (z ̸= x ∧ z ̸= y ∧ x 6 z 6 y)

)
.

Przykªad 6.12.

1. (R,6) jest g¦sty, poniewa» pomi¦dzy dwiema ró»nymi liczbami rzeczywistymi istnieje ró»na
od nich liczba rzeczywista.

2. (Q,6) równie» jest g¦sty.
3. Posety (N,6) i (Z,6) nie s¡ g¦ste.
4. Ka»dy antyªa«cuch jest g¦stym posetem.
5. �aden sko«czony porz¡dek liniowy o co najmniej dwóch elementach nie jest g¦sty.

Twierdzenie 6.13. G¦sto±¢ jest przenoszona przez podobie«stwo, tzn. je»eli (X,6X) jest g¦sty
i izomor�czny z (Y,6Y ), to (Y,6Y ) równie» jest g¦sty.

Dowód. Niech (X,6X) b¦dzie g¦stym posetem izomor�cznym z posetem (Y,6Y ). Istnieje zatem
pewien izomor�zm f : X → Y . Je»eli »adne dwa ró»ne elementy z Y nie s¡ porównywalne, to Y
jest g¦sty wprost z de�nicji. W przeciwnym przypadku wybierzmy dwa ró»ne elementy y1, y2 ∈ Y
takie, »e y1 6Y y2. Wtedy f−1(y1) oraz f−1(y2) s¡ ró»nymi elementami zbioru X takimi, »e
f−1(y1) 6X f−1(y2). Zbiór X jest g¦sto uporz¡dkowany, istnieje wi¦c x ∈ X ró»ny od f−1(y1)
i f−1(y2) taki, »e f−1(y1) 6X x 6X f−1(y2). Z wªasno±ci izomor�zmu f dostajemy wtedy, »e
y1 = f(f−1(y1)) 6Y f(x) 6Y f(f−1(y2)) = y2. Poniewa» f jest bijekcj¡, mamy f(x) ̸= y1 oraz
f(x) ̸= y2. Dowodzi to g¦sto±ci posetu (Y,6Y ). �

Przykªad 6.14. NiechX = [0, 1]. Rozwa»my zbiórXX , czyli zbiór wszystkich funkcji f : [0, 1]→
[0, 1]. Zadajemy na zbiorze XX cz¦±ciowy porz¡dek w nast¦puj¡cy sposób:

f ⊑ g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x∈X f(x) 6 g(x).

Poka»emy, »e posety (XX ,⊑) oraz (P(X),⊆) nie s¡ izomor�czne.
Zauwa»my najpierw, »e poset (XX ,⊑) jest g¦sty. Niech f i g b¦d¡ funkcjami ze zbioru XX

oraz niech f ⊑ g i f ̸= g. De�niujemy funkcj¦ h ∈ XX wzorem h(x) = f(x)+g(x)
2 . Wtedy

f ⊑ h ⊑ g oraz f ̸= h ̸= g.
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Wystarczy teraz pokaza¢, »e (P(X),⊆) nie jest g¦sty. Istotnie, mo»emy wybra¢ takie dwa
elementy A i B ze zbioru P(X), dla których nie istnieje zbiór C taki, »e A ( C ( B. Wystarczy
wzi¡¢ A = ∅ oraz B = {0}.

Jeden z posetów jest g¦sty, natomiast drugi nie, zatem na mocy poprzedniego twierdzenia
posety te nie s¡ izomor�czne.

De�nicja 6.15 (Przekrój Dedekinda). Niech (X,6) b¦dzie porz¡dkiem liniowym. Przekrojem
Dedekinda nazywamy par¦ (X1, X2) niepustych podzbiorów zbioru X:
(i) X1 ∪X2 = X,
(ii) X1 ∩X2 = ∅,
(iii) ∀x1∈X1∀x2∈X2 x1 < x2.
Powiemy, »e przekrój daje skok, je»eliX1 ma element najwi¦kszy iX2 ma element najmniejszy.
Przekrój (X1, X2) daje luk¦, je»eli X1 nie ma elementu najwi¦kszego i X2 nie ma elementu

najmniejszego.

Przykªad 6.16.

Twierdzenie 6.17. Liniowy porz¡dek (X,6) jest g¦sty wtedy i tylko wtedy, gdy »aden przekrój
nie daje skoku.

Dowód. �
De�nicja 6.18. Porz¡dek liniowy (X,6) nazywamy ci¡gªym, je»eli »aden przekrój nie daje luki.

Przykªad 6.19. Porz¡dki liniowe (N,6) i (R,6) s¡ ci¡gªe, natomiast (Q,6) i (R \Q,6) nie s¡
ci¡gªe.

Twierdzenie 6.20 (bez dowodu). Ci¡gªo±¢ jest przenoszona przez podobie«stwo, tzn. je»eli
(X,6X) jest ci¡gªy i izomor�czny z (Y,6Y ), to (Y,6Y ) równie» jest ci¡gªy.

Wniosek 6.21. Porz¡dki (R,6) i (R \Q,6) nie s¡ izomor�czne.

De�nicja 6.22. Porz¡dek liniowy (X,6) nazywamy dobrym, je»eli ka»dy niepusty podzbiór
zbioru X ma element najmniejszy.

Uwaga 6.23. �aden porz¡dek g¦sty o co najmniej dwóch elementach nie jest dobry.

Przykªad 6.24. Porz¡dek (N,6) jest dobry. Porz¡dek (Z,6) nie jest dobry, poniewa» caªy
zbiór Z nie ma elementu najmniejszego. Porz¡dek (N, |) nie jest dobry, bo nie jest liniowy.
Porz¡dek (Q+ ∪ {0},6) nie jest dobry, bo np. zbiór {x ∈ Q+ ∪ {0} : x <

√
2} nie ma elementu

najmniejszego.

Cz¦±¢ 7. Aksjomat wyboru i równowa»ne twierdzenia

Aksjomat Wyboru. Je»eli A jest rodzin¡ niepustych i parami rozª¡cznych zbiorów, to istnieje
zbiór maj¡cy z ka»dym elementem A dokªadnie jeden element wspólny. Formalnie:

∀A
(
∅ /∈ A ∧ ∀X∀Y

(
X ∈ A ∧ Y ∈ A → X ̸= Y ∧X ∩ Y = ∅

)
→ ∃Z∀V

(
V ∈ A → ∃v V ∩ Z = {v}

))
.

Poni»sze twierdzenia s¡ podane bez dowodów. Znajomo±¢ dowodów nie b¦dzie wymagana na
egzaminie.

Twierdzenie 7.1 (o funkcji wyboru). Je»eli A jest rodzin¡ niepustych, to istnieje funkcja, która
ka»demu zbiorowi z rodziny A przyporz¡dkowuje który± z jego elementów. Formalnie:

∀A
(
∅ /∈ A → ∃f

(
f : A →

∪
A ∧ ∀A(A ∈ A → f(A) ∈ A)

))
.

Twierdzenie 7.2 (o suriekcji i iniekcji). Niech X i Y b¦d¡ zbiorami oraz niech f : X → Y b¦dzie
suriekcj¡. Wtedy istnieje iniekcja g : Y → X taka, »e f ◦ g jest funkcj¡ identyczno±ciow¡ na Y .
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Lemat 7.3 (Kuratowskiego�Zorna). Niech (P,6) b¦dzie niepustym cz¦±ciowym porz¡dkiem.
Je»eli ka»dy niepusty ªa«cuch ma majorant¦, to w (P,6) istnieje element maksymalny.

Twierdzenie 7.4 (Hausdor�a o ªa«cuchu maksymalnym). W ka»dym niepustym zbiorze cz¦-
±ciowo uporz¡dkowanym istnieje ªa«cuch maksymalny ze wzgl¦du na relacj¦ inkluzj¦.

Twierdzenie 7.5 (Zermelo). Dla ka»dego niepustego zbioru X istnieje relacja R ⊆ X2 taka, »e
(X,R) jest dobrym porz¡dkiem.

Twierdzenie 7.6. Twierdzenia 7.1�7.5 s¡ równowa»ne Aksjomatowi Wyboru.
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