
Elementy Logiki i Teorii Mnogo±ci Zestaw I

Zadanie 1. Oce«, który z poni»szych napisów jest formuª¡ logiczn¡:

(a) p → p,
(b) p →→ p,
(c) ¬¬¬p,
(d) ¬p → ¬q,
(e) formuªa,
(f) p ∨ q → r,
(g) ∨∧.

Zadanie 2. Zde�niujmy rozmiar formuªy jako liczb¦ spójników wyst¦puj¡cych w tej
formule. Na przykªad formuªa (p ∧ ¬q) → ¬r ma rozmiar 4. Ile jest ró»nych formuª nad
jedn¡ zmienn¡ o dªugo±ci 3?

Zadanie 3. Okre±l warto±ciowanie poni»szych formuª znaj¡c warto±ciowanie zmiennych
zdaniowych: v(p) = 0, v(q) = 1, v(r) = 0:

(a) q → p,
(b) r → (q → p),
(c) ¬p → r,
(d) p → (q → r),
(e) p → (p → q)
(f) ¬¬q → p,
(g) (¬q → q) → (q → ¬q).

Zadanie 4. Podaj warto±ciowanie zmiennych zdaniowych, przy którym caªa formuªa jest
faªszywa:

(a) p → (q → r),
(b) ¬p → q,
(c) (p → q) → q.

Podaj warto±ciowanie zmiennych zdaniowych, przy którym caªa formuªa jest prawdziwa:

(a') ¬(p → q),
(b') ¬(¬p → ¬q),
(c') (¬q → q) → (q → ¬q).

Zadanie 5. Które z poni»szych formuª s¡ tautologiami:

(a) ((p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r)) → (p ∨ q),
(b) (p ∨ q) → ((p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r)),
(c) ((p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r)) → p ∧ r,
(d) (p ∧ q) → ((p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r)).

Zadanie 6. Ile jest spójników n-argumentowych?

Zadanie 7. Zde�niuj alternatyw¦ za pomoc¡ samej implikacji.

Zadanie 8. Czy spójniki binarne zde�niowane za pomoc¡ formuª zawieraj¡cych tylko
spójniki przemienne s¡ przemienne?

Zadanie 9. Poka», »e {∧} nie jest funkcjonalnie peªny.

Zadanie 10. Sprawd¹, czy poni»sze formuªy s¡ speªnialne:

(a) ¬(p → ¬p),
(b) (p → q) → (q → p),
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(c) (¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ ¬r) ∧ (¬q ∨ p),
(d) (q → (p ∧ r)) ∧ ((p ∨ r) → q),
(e) ((p ∧ ¬q) → q) → (p → q).

Zadanie 11. Znajd¹ najkrótsze formuªy CNF równowa»ne nast¦puj¡cym formuªom:

(a) p ↔ q,
(b) p → (q → p),
(c) (p → q) → p,
(d) p → (q ∧ (¬p → q)),
(e) p ∨ ((q ∧ p) → (q ↔ ¬p)),
(f) (p → (q → r)) → ((p → ¬r) → (p → ¬q)).

Zadanie 12. Sprawd¹, na ile sposobów mo»na wstawi¢ nawiasy w poni»szych ci¡gach,
aby otrzyma¢ formuªy:

(a) p → ¬q ∨ r ∧ p,
(b) p → q → r → ¬p → ¬q.

Zadanie 13. Sprawd¹, czy nast¦puj¡ce formuªy sa tautologiami:

(a) (p → q) ∨ (p → (q ∧ p)),
(b) ¬(p → ¬(q ∧ p)) → (p ∨ q),
(c) ((p ∧ ¬q) → q) → (p → q),
(d) (p ∧ (q ∨ ¬p)) ∧ ((¬q → p) ∨ q).

Zadanie 14. Wska» spójnik binarny, za pomoc¡ którego mo»na zde�niowa¢ wszystkie
pozostaªe spójniki binarne.

Zadanie 15. Poka», »e za pomoc¡ alternatywy i koniunkcji nie mo»na zde�niowa¢ im-
plikacji ani NAND.

Zadanie 16. Jakie funkcje mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ samej implikacji?

Zadanie 17. Ile jest spójników binarnych ◦ takich, »e zdanie (p◦q)◦(p◦q) jest tautologi¡?

Zadanie 18. Ile jest binarnych spójników przemiennych?

Zadanie 19. Poka» ª¡czno±¢ alternatywy, koniunkcji, równowa»no±ci i XOR-a.

Zadanie 20. Poka», »e je±li Ψ jest tautologi¡, to jest ni¡ równie»

(a) Φ1 → (Φ2 → . . . → (Φn → Ψ) . . .),
(b) ¬Ψ → (Φ1 → (Φ2 → . . . → (Φn−1 → Φn) . . .).

Zadanie 21. Dla jakich n (liczba wyst¡pie« p) poni»sze wyra»enie jest tautologi¡

(. . . ((p → p) → p) → . . .) → p︸ ︷︷ ︸
n

.

Zadanie 22. Zbuduj formuª¦ z trzema zmiennymi, która

(a) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy dokªadnie dwie jej zmienne maj¡ warto±¢
faªsz,

(b) przyjmuje tak¡ warto±¢ jak wi¦kszo±¢ jej zmiennych.

Zadanie 23. Dobierz formuª¦ φ tak, aby poni»sza formuªa byªa tautologi¡:

(a) ((φ ∧ q) → ¬p) → ((p → ¬q) → φ),
(b) ((r → (¬q ∧ p)) → φ) → (φ ∧ (p → q) ∧ r).

Zadanie 24. Oce« poprawno±¢ nast¦puj¡cych rozumowa«:
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(a) Je±li Jan nie lubi logiki, to twierdzi, »e ma zainteresowania humanistyczne, a znajo-
mo±¢ logiki jest humanistom niepotrzebna. Zatem je±li Jan twierdzi, »e ma zaintere-
sowania humanistyczne, to uwa»a, »e znajomo±¢ logiki jest humanistom niepotrzebna.

(b) Je±li Jan uczy si¦ logiki, to je±li jego pogl¡dy s¡ wewn¦trznie sprzeczne, to je zmieni.
Je±li jednak zmieni pogl¡dy, to straci autorytet. Zatem je±li jego pogl¡dy s¡ wewn¦trz-
nie sprzeczne, lecz Jan nie uczy si¦ logiki, to nie straci autorytetu.

(c) Je±li Lolek jest agentem, to jest nim te» Bolek, a nie jest nim Tola. Je±li Bolek jest
agentem, to jest nim te» Lolek lub Tola. Je±li jednak Tola nie jest agentem, to jest
nim Lolek, ale nie Bolek. Zatem agentem jest Tola.

Zadanie 25. Poka», »e formuªa zbudowana ze zmiennych zdaniowych za pomoc¡ ↔ jest
tautologi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da jej zmienna wyst¦puje w niej parzyst¡ liczb¦
razy.

Zadanie 26. Zde�niujmy p0 := p oraz p1 := ¬p. Niech εi ∈ {0, 1} dla i = 1, . . . , n. Dla
jakich ci¡gów (ε1, . . . , εn) formuªa

(. . . (pε1 → pε2) → . . .) → pεn

jest tautologi¡?

Zadanie 27. Rozwa»my model M , którego dziedzin¡ jest zbiór liczb naturalnych N.
Zaªó»my, »e wM jest predykat binarny, oznaczony symbolem p taki, »e p(x, y) jest prawda
wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli y. Napisz formuªy, które w modelu M s¡ równowa»ne
nastepuj¡cym zdaniom:

(a) x = 0,
(b) x = 1,
(c) x = y,
(d) x > y,
(e) x > y,
(f) x jest liczb¡ pierwsz¡,
(g) x jest kwadratem liczb pierwszych,
(h) x jest iloczynem dwóch ró»nych liczb pierwszych,
(i) x jest pot¦g¡ liczby pierwszej,
(j) dla ka»dych dwóch liczb istnieje ich najwi¦kszy wspólny dzielnik,
(k) dla ka»dych dwóch liczb istnieje ich najmniejsza wspólna wielokrotno±¢,
(l) x i y s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Zadanie 28. Rozwa»my model M , którego dziedzin¡ jest zbiór liczb naturalnych N.
Zaªó»my, »e w M s¡ dwa predykaty p i s takie, »e

p(x, y, z) = 1 ≡ x+ y = z, s(x, y, z) = 1 ≡ x · y = z.

Napisz formuªy, które w modelu M s¡ równowa»ne nastepuj¡cym zdaniom:

(a) x = 0,
(b) x = 1,
(c) x = 2,
(d) x jest parzyste,
(e) x jest nieparzyste,
(f) x jest liczb¡ pierwsz¡,
(g) x = y,
(h) x 6 y,
(i) x < y,
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(j) x dzieli y,
(k) x i y s¡ bli¹niaczymi liczbami pierwszymi,
(l) z jest najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±ci¡ x i y,

(m) z jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem x i y,
(n) dodawanie jest przemienne,
(o) dodawanie jest ª¡czne,
(p) zbiór liczb naturalnych jest niesko«czony,
(q) ka»da liczba jest sum¡ czterech kwadratów jakich± liczb naturalnych.
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