Elementy Logiki i Teorii Mnogo$ci Zestaw 1

Zadanie 1. Ocen, ktory z ponizszych napisow jest formula logiczna:
)
)

d) =p = —q,
)
)

Zadanie 2. Zdefiniujmy rozmiar formuty jako liczbe spojnikéw wystepujacych w tej
formule. Na przyktad formula (p A =¢) — —r ma rozmiar 4. Ile jest roznych formul nad
jedna zmienna o dlugosci 37

Zadanie 3. Okresl wartosciowanie ponizszych formut znajac wartosciowanie zmiennych
zdaniowych: v(p) =0, v(¢q) = 1, v(r) = 0:

8) (ma —q) = (¢ = —q).

Zadanie 4. Podaj wartosciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktorym cata formuta jest
falszywa:

(a) p—= (¢ —r),

(b) p — g,

() (p—=a) —q

Podaj warto$ciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktorym cata formuta jest prawdziwa:
(@’) =(p— q),

(b)) —(=p = —q),

(©) (=g = q) = (¢ = —q).

Zadanie 5. Ktore z ponizszych formut sa tautologiami:

(a) ((pVr)A(gV—r)) = (pVa),

(b) (pVa) = (pVr)AlgV-r)),

(©) ((pAT)V(gN=r)) = pAT,

(d) (pAq) = ((pAT)V (gA-r)).

Zadanie 6. Ile jest spojnikow n-argumentowych?
Zadanie 7. Zdefiniuj alternatywe za pomoca samej implikacji.

Zadanie 8. Czy spojniki binarne zdefiniowane za pomoca formul zawierajacych tylko
spojniki przemienne sa przemienne?

Zadanie 9. Pokaz, ze {A} nie jest funkcjonalnie pelny.

Zadanie 10. Sprawdz, czy ponizsze formuly sa spelnialne:

(a) ~(p — —p),
(b) (p—q) — (¢ —p),



(¢) (pV @) A(=gV—r)A(=qVp),
(d) (@—= (@Ar)A((pVvr)—q),
() ((pA—q) —q) = (p—q).

Zadanie 11. Znajdz najkrotsze formuty CNF rownowazne nastepujacym formulom:

(b) p = (¢ — p),
(c) (p—q)—p,
(d) p— (gA(=p— q)),
) pV ((gAp) = (g —p)),

Zadanie 12. Sprawdz, na ile sposobo6w mozna wstawi¢ nawiasy w ponizszych ciggach,
aby otrzymacé formuty:

(a) p—= —qVrAp,
by p—>q—1r——p— —q.

Zadanie 13. Sprawdz, czy nastepujace formuty sa tautologiami:

(@) (p—=q)V(p— (gAp)),

(b) =(p = —(gAp)) = (pVaq),

(c) ((pA—q) = q) = (p = q),

(d) (pA(gV—=p)A((~g—Dp)Va).

Zadanie 14. Wskaz spojnik binarny, za pomoca ktorego mozna zdefiniowaé wszystkie
pozostale spdjniki binarne.

Zadanie 15. Pokaz, ze za pomocg alternatywy i koniunkcji nie mozna zdefiniowa¢ im-
plikacji ani NAND.

Zadanie 16. Jakie funkcje mozna zdefiniowa¢ za pomoca samej implikacji?

Zadanie 17. Tle jest spojnikow binarnych o takich, ze zdanie (pog)o(poq) jest tautologia?
Zadanie 18. Ile jest binarnych spojnikow przemiennych?

Zadanie 19. Pokaz lacznosé alternatywy, koniunkeji, rownowaznosci i XOR-a.

Zadanie 20. Pokaz, ze je$li U jest tautologia, to jest nig réwniez
(a) &1 = (P2 — ... = (D, = V) ...),
(b) =¥ — (&1 = (Pg — ... = (Ppuy = D) .. ).

Zadanie 21. Dla jakich n (liczba wystapien p) ponizsze wyrazenie jest tautologia

(...(p—p) —p—...)—p.
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Zadanie 22. Zbuduj formute z trzema zmiennymi, ktora

(a) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy dokladnie dwie jej zmienne maja wartos¢
fatsz,
(b) przyjmuje taka wartos¢ jak wiekszos¢ jej zmiennych.

Zadanie 23. Dobierz formute ¢ tak, aby ponizsza formuta byta tautologia:

(a) ((pAg) = —p) = ((p— —q) — ),
(b) ((r—=(=gADp)) = ¢) = (A= q AT).

Zadanie 24. Ocen poprawno$¢ nastepujacych rozumowan:
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(a) Jesli Jan nie lubi logiki, to twierdzi, Ze ma zainteresowania humanistyczne, a znajo-
mo$¢ logiki jest humanistom niepotrzebna. Zatem jesli Jan twierdzi, ze ma zaintere-
sowania humanistyczne, to uwaza, ze znajomo$¢ logiki jest humanistom niepotrzebna.

(b) Jesli Jan uczy sie logiki, to jesli jego poglady sa wewnetrznie sprzeczne, to je zmieni.
Jesli jednak zmieni poglady, to straci autorytet. Zatem jesli jego poglady sa wewnetrz-
nie sprzeczne, lecz Jan nie uczy sie logiki, to nie straci autorytetu.

(c) Jesli Lolek jest agentem, to jest nim tez Bolek, a nie jest nim Tola. Jesli Bolek jest
agentem, to jest nim tez Lolek lub Tola. Jedli jednak Tola nie jest agentem, to jest
nim Lolek, ale nie Bolek. Zatem agentem jest Tola.

Zadanie 25. Pokaz, ze formuta zbudowana ze zmiennych zdaniowych za pomoca <> jest
tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej zmienna wystepuje w niej parzysta liczbe
razy.

Zadanie 26. Zdefiniujmy p° := p oraz p' := —p. Niech ¢; € {0,1} dlai = 1,...,n. Dla
jakich ciagow (e1,...,&,) formula

(..(p*—=p?)—>...)=>p™
jest tautologia?

Zadanie 27. Rozwazmy model M, ktorego dziedzing jest zbior liczb naturalnych N.
Zalozmy, ze w M jest predykat binarny, oznaczony symbolem p taki, ze p(zx, y) jest prawda
wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli y. Napisz formuly, ktore w modelu M sa rownowazne
nastepujacym zdaniom:

(a) « =0,

(b) x =1,

(c) = ~v

(d) >y,

(e) @ -

(f) x jest liczbg pierwsza,
(g) x jest kwadratem liczb pierwszych,

(h) « jest iloczynem dwoch réznych liczb pierwszych,

(i) x jest potega liczby pierwszej,

(j) dla kazdych dwoch liczb istnieje ich najwiekszy wspolny dzielnik,

(k) dla kazdych dwoch liczb istnieje ich najmniejsza wspolna Wlelokrotnosc
(1) x iy sa wzglednie pierwsze.
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Zadanie 28. Rozwazmy model M, ktorego dziedzing jest zbior liczb naturalnych N.
Zatozmy, ze w M sa dwa predykaty p i s takie, ze

plr,y,z) =1=x+y =z, s(ryy,2) =1=x-y = 2.
Napisz formuty, ktore w modelu M sa rownowazne nastepujacym zdaniom:
(a) =0,
(b) x =1,
(c) = =2,
(d) x jest parzyste,
(e) x jest nieparzyste,
(f) x jest liczba pierwsza,
)
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(j) z dzieli v,
(k) iy sa blizniaczymi liczbami pierwszymi,
(1) z jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia x i y,
(m) z jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem x i y,
n) dodawanie jest przemienne,
o) dodawanie jest laczne,
p) zbior liczb naturalnych jest nieskoriczony,
q) kazda liczba jest suma czterech kwadratow jakichs liczb naturalnych.

(
(
(
(



