Elementy Logiki i Teorii Mnogo§ci Zestaw 11

Zadanie 1. Wskaz zmienne wolne i zwigzane:

(a) p(z) = 3p(2),

(b) ¥y (3zq(y, 2) — a(y, 2)),

(c) a(z,y) = Vala(z,y) = Yya(z,y)).

Zadanie 2. Dla kazdej z ponizszych formul znajdz model, w ktéorym jest prawdziwa i
model, w ktorym jest falszywa:

(a) VaVy(P(z,y) = Py, ),

(b) (Vo.3,P(x,y)) — 3, V. P(x,y),

(c) Vy((Vo(P(z) = Q(z)) A Q(y)) — P(2)),
(d) VaVy,(P(z,y) = 3.(P(z, z) A P(2,v))).

Zadanie 3. Zaznacz na rysunku zbiory:
(a) {z € R: F,2° +y* =1},

{z eR: V22 +y* =1},

{r eR: Jyz -y =1},

{r e R: Vy/1 —y? =z},

() {(z,y) eR: V(v + (2 —2)* #1) = L((x —2)* + (y — 2)* = D}
Zadanie™ 4. Pokaz, ze formula
Vo3, P(x,y) AV, Yy (P(x,y) = =Py, z)) AV, Y,V (P(x,y) = (P(y, 2) = P(x,2)))

jest spelnialna w pewnym modelu nieskoriczonym, a falszywa we wszystkich modelach
skoniczonych.

Zadanie™ 5. Pokaz, ze formula
Yy (F(z,y) = (~F(y,z) = (F(z,7) < F(y,9))))
jest prawdziwa w kazdym modelu zawierajacym nie wiecej niz trzy elementy.

Zadanie 6. Podaj wszystkie elementy ponizszych zbiorow:

(a) {0,1,2,3},

(b) 0,

(c) {a,b,c},

(d) {1,{2,3},4},

(e) {a,{b,{c}},d},

(f) {0,{0},{0.{0}}},
(g) {n € N: n|12},

(h) {z € R: 22 — 2 =0},
(i) {zr eR: 22 +2=0}.

Zadanie 7. Podaj przyktad takich zbiorow A, BiC,7¢e A€ B, Be C oraz A ¢ C.
Zadanie 8. Dla podanych zbioréw A i B wyznacz AUB, ANB, A\ B, B\ A, A+ B:
(a) A=10,1,2,3}, B={2,4},

(b) A= {1’ {1’2}73}7 B = {17 {2}}7



(¢c) A={zx eR: 622 -5z +1>0}, B={z€R: 62> —x —1 <0},
(d) A={2n+1:ne N}, B={4n—1: n € N}.

Zadanie 9. Niech X bedzie przestrzenig oraz A, B C X. Udowodnij, ze
ACB + A\B=0 +& AUB=X.
Zadanie 10. Czy istnieja zbiory A, B i C takie, ze
ANB#0, ANC =1, (ANB)\C = 0?

Zadanie 11. Udowodnij tozsamosci:

)

)AUB BU A,

) AN(BUC) = MﬂBﬂMAﬂ@,
) AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
) (ANnB)Y =A"UB,

) (AUB)Y =A'NB,

) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C),
i) AUB=AU(B\ A4),

) ANBUC) = (A\B)\C.

Zadanie 12. Udowodnij, ze:

(a) ACBNC < ACBiACC,

(b) AN(BUC)=AN(BUC) < CCA,
(c) ANB=AUB < A=B,

(d) A=B +< AnB=0iAUB=X.

Zadanie 13. Udowodnij tozsamosci:
(a) A+ B= B+ A,

(b)) A+~ (B+C)=(A+B)+C,

(c) AN (B =+ O)(AmB)(Amm,
(d) A+ (A+B) =

(e) AUB = (A B) (AN B).

Zadanie 14. Udowodnij, ze:
(a) (AU...UA,) +~(B1U...UB,) C (A1 +B)U...U(A, + By),

Zadanie 15. Zdefiniuj U, N, \ za pomocy:

(a) =N,
(b) = U,
() \, =

Zadanie' 16. Pokaz, ze nie mozna zdefiniowac:
(a) \ za pomoca U, N,

(b) U za pomoca N, \.

Zadanie® 17. Rozwigz uklady rownan:

ANnX = B .
(a){AUX _ gdzie BC ACC.

A\X = B . .
(b){X\\A _ C gdzie BC A1 ANC =10.
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A\X = B )
(C){AEJX _ gdzie BC ACC.



