
Elementy Logiki i Teorii Mnogo±ci Zestaw II

Zadanie 1. Wska» zmienne wolne i zwi¡zane:

(a) p(z) → ∃zp(z),
(b) ∀y(∃zq(y, z) → q(y, z)),
(c) q(x, y) → ∀x(q(x, y) → ∀yq(x, y)).

Zadanie 2. Dla ka»dej z poni»szych formuª znajd¹ model, w którym jest prawdziwa i
model, w którym jest faªszywa:

(a) ∀x∀y(P (x, y) → P (y, x)),
(b) (∀x∃yP (x, y)) → ∃y∀xP (x, y),
(c) ∀y((∀x(P (x) → Q(x)) ∧Q(y)) → P (z)),
(d) ∀x∀y(P (x, y) → ∃z(P (x, z) ∧ P (z, y))).

Zadanie 3. Zaznacz na rysunku zbiory:

(a) {x ∈ R : ∃yx
2 + y2 = 1},

(b) {x ∈ R : ∀yx
2 + y2 = 1},

(c) {x ∈ R : ∃yx · y = 1},
(d) {x ∈ R : ∀yx · y = 1},
(e) {(x, y) ∈ R2 : ∃zy

2 + y2 = x2},
(f) {(x, y) ∈ R2 : ∀zy

2 + y2 ̸= x2},
(g) {x ∈ R : ∃y

√
1− y2 = x},

(h) {x ∈ R : ∀y

√
1− y2 = x},

(i) {(x, y) ∈ R2 : (x · x < 0) → (x · x > 0)},
(j) {(x, y) ∈ R2 : ∀z(y

2 + (x− z)2 ̸= 1) → ∃z((x− z)2 + (y − z)2 = 1)}.

Zadanie+ 4. Poka», »e formuªa

∀x∃yP (x, y) ∧ ∀x∀y(P (x, y) → ¬P (y, x)) ∧ ∀x∀y∀z(P (x, y) → (P (y, z) → P (x, z)))

jest speªnialna w pewnym modelu niesko«czonym, a faªszywa we wszystkich modelach
sko«czonych.

Zadanie+ 5. Poka», »e formuªa

∃x∀y(F (x, y) → (¬F (y, x) → (F (x, x) ↔ F (y, y))))

jest prawdziwa w ka»dym modelu zawieraj¡cym nie wi¦cej ni» trzy elementy.

Zadanie 6. Podaj wszystkie elementy poni»szych zbiorów:

(a) {0, 1, 2, 3},
(b) ∅,
(c) {a, b, c},
(d) {1, {2, 3}, 4},
(e) {a, {b, {c}}, d},
(f) {∅, {∅}, {∅, {∅}}},
(g) {n ∈ N : n|12},
(h) {x ∈ R : x2 − 2 = 0},
(i) {x ∈ R : x2 + 2 = 0}.

Zadanie 7. Podaj przykªad takich zbiorów A, B i C, »e A ∈ B, B ∈ C oraz A ̸∈ C.

Zadanie 8. Dla podanych zbiorów A i B wyznacz A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, A÷B:

(a) A = {0, 1, 2, 3}, B = {2, 4},
(b) A = {1, {1, 2}, 3}, B = {1, {2}},
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(c) A = {x ∈ R : 6x2 − 5x+ 1 > 0}, B = {x ∈ R : 6x2 − x− 1 < 0},
(d) A = {2n+ 1: n ∈ N}, B = {4n− 1: n ∈ N}.

Zadanie 9. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ oraz A,B ⊆ X. Udowodnij, »e

A ⊆ B ↔ A \B = ∅ ↔ A′ ∪B = X.

Zadanie 10. Czy istniej¡ zbiory A, B i C takie, »e

A ∩B ̸= ∅, A ∩ C = ∅, (A ∩B) \ C = ∅?

Zadanie 11. Udowodnij to»samo±ci:

(a) A ∪ A = A ∩ A = A,
(b) A ∩B = B ∩ A,
(c) A ∪B = B ∪ A,
(d) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),
(e) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),
(f) (A ∩B)′ = A′ ∪B′,
(g) (A ∪B)′ = A′ ∩B′,
(h) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C),
(i) A ∪B = A ∪ (B \ A),
(j) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Zadanie 12. Udowodnij, »e:

(a) A ⊆ B ∩ C ↔ A ⊆ B i A ⊆ C,
(b) A ∩ (B ∪ C) = A ∩ (B ∪ C) ↔ C ⊆ A,
(c) A ∩B = A ∪B ↔ A = B,
(d) A = B′ ↔ A ∩B = ∅ i A ∪B = X.

Zadanie 13. Udowodnij to»samo±ci:

(a) A÷B = B ÷ A,
(b) A÷ (B ÷ C) = (A÷B)÷ C,
(c) A ∩ (B ÷ C) = (A ∩B)÷ (A ∩ C),
(d) A÷ (A÷B) = B,
(e) A ∪B = (A÷B) ∪ (A ∩B).

Zadanie 14. Udowodnij, »e:

(a) (A1 ∪ . . . ∪ An)÷ (B1 ∪ . . . ∪Bn) ⊆ (A1 ÷B1) ∪ . . . ∪ (An ÷Bn),
(b) (A1 ∩ . . . ∩ An)÷ (B1 ∩ . . . ∩Bn) ⊆ (A1 ÷B1) ∪ . . . ∪ (An ÷Bn),

Zadanie 15. Zde�niuj ∪, ∩, \ za pomoc¡:

(a) ÷,∩,
(b) ÷,∪,
(c) \,÷.

Zadanie+ 16. Poka», »e nie mo»na zde�niowa¢:

(a) \ za pomoc¡ ∪,∩,
(b) ∪ za pomoc¡ ∩, \.

Zadanie+ 17. Rozwi¡» ukªady równa«:

(a)

{
A ∩X = B
A ∪X = C

gdzie B ⊆ A ⊆ C.

(b)

{
A \X = B
X \ A = C

gdzie B ⊆ A i A ∩ C = ∅.
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(c)

{
A \X = B
A ∪X = C

gdzie B ⊆ A ⊆ C.
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