
Elementy Logiki i Teorii Mnogo±ci Zestaw III

Zadanie 1. Znajd¹ sum¦ i iloczyn zbiorów dla i ∈ N oraz i ∈ R+:

(a) Ai = {x : i 6 x < i+ 1},
(b) Ai = {x : − i 6 x 6 i},
(c) Ai = {x : i 6 x},
(d) Ai = {x :

√
i 6 x <

√
2i},

(e) Ai = {x : i1/i+1 < x < (i+ 1)1/i+1},
(f) Ai = {x : − (i+ 1)2 < x < 2i2 − 5i+ 5},
(g) Ai = {x : sin x = i}.

Zadanie 2. Niech An,m ⊆ R, gdzie n,m ∈ N. Znajd¹
∪

n,mAn,m,
∩

n,m An,m,
∪

n

∩
m An,m

oraz
∩

n

∪
mAn,m, gdy:

(a) An,m = {x : n2 6 x < m2},
(b) An,m = {x : n 6 x 6 m},
(c) An,m = {x : n2 6 x < m2 + (n+ 1)2},
(d) An,m = {x : nm 6 x} (tu n > 0).

Zadanie 3. Udowodnij, »e:

(a)
∪

i∈I
∪

j∈J Aij =
∪

j∈J
∪

i∈I Aij,
(b)

∩
i∈I

∩
j∈J Aij =

∩
j∈J

∩
i∈I Aij,

(c)
∪

i∈I
∩

j∈J Aij ⊆
∩

j∈J
∪

i∈I Aij,
(d) w powy»szym podpunkcie nie mo»na zamieni¢ inkluzji na równo±¢,
(e) je±li Ai ⊆ B dla wszystkich i ∈ I, to

∪
i∈I Ai ⊆ B,

(f) je±li B ⊆ Ai dla wszystkich i ∈ I, to B ⊆
∩

i∈I Ai,
(g) je±li Ai ⊆ Bi dla wszystkich i ∈ I, to

∪
i∈I Ai ⊆

∪
i∈I Bi oraz

∩
i∈I Ai ⊆

∩
i∈I Bi,

(h)+
∪

i∈I Ai jest najmniejszym zbiorem zawieraj¡cym wszystkie zbiory Ai,
(i)+

∩
i∈I Ai jest najwi¦kszym zbiorem zawartym we wszystkich zbiorach Ai,

(j)+ je±li (
∩

n∈N+
An) ∩ (

∩
n∈N+

Bn) = ∅, to
∩

n∈N+
An ⊆

∪
n∈N+

(An ∩ (Bn−1 \ Bn)), gdzie

(
∪

n∈N+
An) ∪ (

∪
n∈N+

Bn) ⊆ B0,

(h) P(A ∪B) = {A1 ∪B1 : A1 ∈ P(A), B1 ∈ P(B)},
(l)+ P(

∪
i∈I Ai) = {

∪
i∈I Bi : Bi ∈ P(Ai)}.

Zadanie 4. Wska» zbiory A, B i C takie, »e:

(a) A×B ̸= B × A,
(b) A× (B × C) ̸= (A×B)× C.

Zadanie 5. Udowodnij, »e:

(a) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C),
(b) A×B = (A×D) ∩ (C ×B), gdzie A ⊆ C i B ⊆ D,
(c)

∪
i∈I Ai ×

∪
j∈J Bj =

∪
(i,j)∈I×J(Ai ×Bj),

(d)
∩

i∈I Ai ×
∩

j∈J Bj =
∩

(i,j)∈I×J(Ai ×Bj),

(e) (A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D) (kiedy zachodzi równo±¢?).

Zadanie 6. Czy je±li X ⊆ P(X), to X = ∅?
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Zadanie 7. Sprawd¹, czy zachodzi implikacja

x ⊆ P(x) ⇒
∪

x ⊆ x.

Zadanie 8. Sprawd¹, czy zachodzi równo±¢∩
P(x ∩ y) = P(

∩
x) ∩ P(

∩
y).

Zadanie 9. Niech x ⊆ y. Zbadaj, jakie zale»no±ci zachodz¡ pomi¦dzy

(a)
∪
x oraz

∪
y,

(b)
∩
x oraz

∩
y.

Zadanie 10. Wska» zbiór A taki, »e A ∩
∪

A ma dokªadnie trzy elementy.

Zadanie 11. Wska» zbiór A taki, »e A ∩ P(A) ma dokªadnie cztery elementy.

Zadanie 12. Czy istnieje zbiór A taki, »e P(
∪

A) = A?

Zadanie 13. Zbadaj, jakie zale»no±ci zachodz¡ pomi¦dzy

(a)
∪∩

i∈I Ai oraz
∩

i∈I
∪
Ai,

(b)
∩∪

i∈I Ai oraz
∪

i∈I
∩
Ai.

Zadanie 14. Dla jakich A,B ∈ P(N) zachodzi warunek:
(a) A ∩B = ∅ ⇒ A ∪B = B,
(b) ∀C∈P(N)(A ∩ C = C ⇒ (A = C ∨ ¬∃D∈P(N)(D ̸= ∅ ∧D ⊆ C))).

Zadania dla ambitnych

Zadanie+ 15. Dla dowolnego zbioru A de�niujemy •A := {
∪
a : a ∈ A}. Sprawd¹, czy

zawsze zachodzi równo±¢ P(•X) = •P(X).

Zadanie+ 16. Dla zbioru A niech P2(A) oznacza rodzin¦ wszystkich dwuelementowych
podzbiorów zbioru A. Niech X i Y b¦d¡ rozª¡cznymi zbiorami, których suma jest równa
P2(N). Poka», »e istnieje niesko«czony zbiór A taki, »e P2(A) ⊆ X lub P2(A) ⊆ Y .

Zadanie+ 17. Sprawd¹, czy dla dowolnych zbiorów zachodzi równo±¢∪∪∪(
P(X)×P(Y )

)
= X ∪ Y.

Zadanie+ 18. Poka», »e dla ka»dej pary (a, b) zachodzi
∩∩

(a, b) = a.

Zadanie+ 19. Poka», »e dla ka»dej pary xmo»na otrzyma¢ jej drug¡ wspóªrz¦dn¡ posªuguj¡c
si¦ jedynie par¡ x, operacjami

∪
,
∩
,∪,∩, \,P oraz staª¡ ∅.

Zadanie+ 20. Niech R ⊆ A×B. De�niujemy

⋄R =
{∪

r : r ∈ R
}
, ◦R =

{∩
r : r ∈ R

}
.

(a) Czy
∪
⋄R =

∪∪
R?

(b) Czy
∩
◦R = {a : ∃b (a, b) ∈ R}?

Zadanie+ 21. Niech X b¦dzie zbiorem oraz niech T ⊆ P(X) b¦dzie rodzin¡ podzbiorów X
speªniaj¡c¡ poni»sze warunki:

(i) X ∈ T ,
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(ii) je»eli A ⊆ T , to
∪
A ∈ T ,

(iii) je»eli A,B ∈ T , to A ∩B ∈ T .

Na P(X) de�niujemy operator int w nast¦puj¡cy sposób:

intA =
∪

{B ∈ T : B ⊆ A}, A ⊆ X.

Poka», »e

(a) ∅ ∈ T ,
(b) intA ⊆ A,
(c) int ∅ = ∅,
(d) intX = X,
(e) intA = int(intA),
(f) intA = A wtedy i tylko wtedy, gdy A ∈ T ,
(g) je»eli A ⊆ B, to intA ⊆ intB,
(h) intA = U wtedy i tylko wtedy, gdy U ⊆ A, U ∈ T oraz ∀V (V ⊆ A, V ∈ T → V ⊆ U),
(i) intA ∪ intB ⊆ int(A ∪B).
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