Elementy Logiki i Teorii Mnogo$ci

Zestaw III

Zadanie 1. Znajdz sume i iloczyn zbiorow dla i € N oraz i € R*:
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i< x <i+ 1},
—i <z < i},

i < x},

: \/f <z < V2i},

DV << (04 1)V
—(i+1)? <z < 22— 5i+5),
: sinz = i}.

Zadanie 2. Niech A, ,, C R, gdzie n,m € N. Znajdz Unm A, ﬂnm Ay U N Anm
oraz (), U,, Anm, gdy:

n? <z < m?},
n<xz<m},
n* <x<m?+ (n+ 1)},

(a) Apm = {x:
(b) Ay = {z:
(c) Apm = {z:
(d) A

={z:n™ <z} (tun>0).

Zadanie 3. Udowodnij, ze:

(h)

(a) AX B# B x A,
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w powyzszym podpunkcie nie mozna zamieni¢ inkluzji na réwnos¢,

jesli A; C B dla wszystkich i € I, to |J
jesli B C A; dla wszystkich i € I, to B C (,.; A,
jesli A; C B, dla wszystkich i € I, to |J
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* U,er Ai jest najmniejszym zbiorem zawierajacym wszystkie zblory A;,
* (N;er Ai jest najwiekszym zbiorem zawartym we wszystkich zbiorach A;,

st (e, An) N (Moen, B
(Unel\u An) U (UneN+ B ) - BOa

) - @ to ﬂneN+A

P(AUB) = {A,UB,: A, € P(A), B, € P(B)},
(1)+ P(Uia Az‘) =

Zadanie 4. Wskaz zbiory A, B i C takie, ze:

{Uiel Bz Bz € P(AZ)}

(b) Ax (BxC)# (AxB)xC.

Zadanie 5. Udowodnij, ze:

=(AxC)uU
=(AxD)n

U(C x D) C(

UC) x

(C x B),gdzie ACCiBCD,

Bj U(zg)elx (A X B)

m(zj)elx (A; x By),

(BU D) (kiedy zachodzi rownos¢?).

A
Zadanie 6. Czy jesli X C P(X), to X =07

1

- UneN+(A ﬂ( n—1 \ Bn)),

gdzie



Zadanie 7. Sprawdz, czy zachodzi implikacja
xQP(x)éUargx.
Zadanie 8. Sprawdz, czy zachodzi réwnosé
(P ny) =P()2) NPy

Zadanie 9. Niech x C y. Zbadaj, jakie zaleznosci zachodza pomiedzy

(a) Yz oraz Uy,
(b) (z oraz (y.

Zadanie 10. Wskaz zbior A taki, ze AN|J A ma dokladnie trzy elementy.
Zadanie 11. Wskaz zbior A taki, ze AN P(A) ma dokladnie cztery elementy.
Zadanie 12. Czy istnieje zbior A taki, ze P(|JA) = A?

Zadanie 13. Zbadaj, jakie zaleznosci zachodza pomiedzy

(@) U(Mier Ai oraz (e, U A,

(b) NUies Ai oraz U, N As.

Zadanie 14. Dla jakich A, B € P(N) zachodzi warunek:

(a) ANB=0= AUB = B,

(b) Yeepm)(ANC = C = (A= CV ~dpepw)(D # 0N D C C))).

ZADANIA DLA AMBITNYCH
Zadaniet 15. Dla dowolnego zbioru A definiujemy oA := {|Ja: a € A}. Sprawdz, czy
zawsze zachodzi rownosé P(eX) = eP(X).

Zadanie™ 16. Dla zbioru A niech Py(A) oznacza rodzine wszystkich dwuelementowych
podzbiorow zbioru A. Niech X i Y beda rozlacznymi zbiorami, ktérych suma jest réwna
P2(N). Pokaz, ze istnieje nieskonczony zbior A taki, ze P2(A) C X lub Py(A) C Y.

Zadanie™ 17. Sprawdz, czy dla dowolnych zbioréw zachodzi rownosé

JUUU Px) xP(y)) =X uy.
Zadaniet 18. Pokaz, ze dla kazdej pary (a,b) zachodzi ([ )(a,b) = a.

Zadanie™ 19. Pokaz, ze dla kazdej pary x mozna otrzymac jej druga wspolrzedng postugujac
sie jedynie para x, operacjami | J,(),U, N, \, P oraz stala .

Zadanie™ 20. Niech R C A x B. Definiujemy

OR:{UT’IT’ER}, OR:{ﬂTiTER}.

(a) Czy JoR=JUR?
(b) Czy oR ={a: 3 (a,b) € R}?

Zadaniet 21. Niech X bedzie zbiorem oraz niech 7 C P(X) bedzie rodzing podzbiorow X
spetniajaca ponizsze warunki:

i) X eT,



(i) jezeli AC T, to | JAET,
(iii) jezeli A, Be T, to ANBeT.
Na P(X) definiujemy operator int w nastepujacy sposob:

intA=|{BeT:BCA}, ACX

Pokaz, ze

int A = A wtedy i tylko wtedy, gdy A € T,
jezeli A C B, to int A C int B,

)

)

)

)

) int A = int(int A),
;

) int A = U wtedy i tylko wtedy, gdy U C A, U € T oraz Vy(VC AV €T =V CU),
)



