
Elementy Logiki i Teorii Mnogo±ci Zestaw IV

Zadania proste

Zadanie 1. Niech R, S ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6}2 b¦d¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

xRy ↔ x|y, xSy ↔ y = x2.

Wyznacz R, S, R ∪ S, R ∩ S, R \ S, S \R, R−1, S−1, R ◦ S, S ◦R. Dla obu relacji narysuj
odpowiednie tabelki i grafy. Na tej podstawie oce«, czy relacje R i S s¡ zwrotne, symetryczne
i przechodnie.

Zadanie 2. Zbadaj, jakie wªasno±ci maj¡ poni»sze relacje:

(a) R ⊆ R2, xRy ↔ x− y ∈ Q,
(b) R ⊆ R2, xRy ↔ x− y ̸∈ N,
(c) R ⊆ R2, xRy ↔ |x− 2| = |y + 2|,
(d) R ⊆ N2, xRy ↔ 5|(x− y),
(e) R ⊆ N2, xRy ↔ |x+ y| = 1,
(f) R ⊆ R2, xRy ↔ x < y ∨ y < x,
(g) R ⊆ R2, xRy ↔ |x| < |y|,
(h) R ⊆ R2 × R2, (x1, x2)R(y1, y2) ↔ x1 + x2 = y1 + y2,
(i) R ⊆ R2 × R2, (x1, x2)R(y1, y2) ↔

(
x1 < x2 ∨ (x1 = x2 ∧ y1 6 y2)

)
.

W ka»dym przypadku podaj dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ badanej relacji.

Zadanie 3. Podaj przykªad relacji, która:

(a) jest zwrotna, symetryczna, ale nie jest przechodnia,
(b) jest zwrotna, antysymetryczna, ale nie jest przechodnia,
(c) jest zwrotna, przechodnia, ale nie jest symetryczna,
(d) jest antysymetryczna, przechodnia, ale nie jest zwrotna,
(e) jest symetryczna, przechodnia, ale nie jest zwrotna.

Zadanie 4. Niech A oraz B b¦d¡ zbiorami sko«czonymi o odpowiednio n i m elementach.
Ile istnieje relacji mi¦dzy elementami zbiorów A i B?

Zadanie 5. Poka», »e je±li R ⊆ S, to dla dowolnej relacji T zachodzi:

(a) T ◦R ⊆ T ◦ S,
(b) R ◦ T ⊆ S ◦ T ,
(c) R−1 ⊆ S−1.

Zadanie 6. Poka», »e dla dowolnych relacji R, Ri, S, T zachodz¡ równo±ci/inkluzje:

(a) R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T ,
(b) (R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1,
(c) (

∪
i∈I Ri) ◦ S =

∪
i∈I(Ri ◦ S),

(d) S ◦ (
∪

i∈I Ri) =
∪

i∈I(S ◦Ri),
(e) (

∩
i∈I Ri) ◦ S ⊆

∩
i∈I(Ri ◦ S),

(f) S ◦ (
∩

i∈I Ri) ⊆
∩

i∈I(S ◦Ri).

Poka», dlaczego w dwóch ostatnich punktach inkluzji nie mo»na zast¡pi¢ równo±ci¡.

Zadanie 7. Sprawd¹, czy dla dowolnych relacji R i S oraz dowolnego zbioru A zachodz¡
równo±ci:
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(a) (R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1,
(b) (R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1,
(c) 1−1

A = 1A,
(d) (A2)−1 = A2.

Zadanie 8. Sprawd¹, czy poni»sze relacje s¡ relacjami równowa»no±ci. Je±li tak, to wyznacz
klasy abstrakcji:

(a) R ⊆ R2, (x, y) ∈ R ↔ x2 = y2,
(b) R ⊆ R2, (x, y) ∈ R ↔ |x| = |y|,
(c) R ⊆ Z2, (x, y) ∈ R ↔ x = −y,
(d) R ⊆ (Q \ {0})2, (x, y) ∈ R ↔ x

y
∈ Z,

(e) R ⊆ (R \ {0})2, (x, y) ∈ R ↔ x
y
> 0,

(f) R ⊆ R2, xRy ↔ x− y ∈ Z,
(g) R ⊆ N2, xRy ↔ (x, y parzyste i x = y) lub (x, y nieparzyste i 3|x− y),
(h) R ⊆ (R[t] \ {0})2, xRy ↔ x · y jest stopnia parzystego,
(i) R ⊆ (R[t])2, xRy ↔ x · y jest stopnia nieparzystego,
(j) R ⊆ N2, xRy ↔ ∃k,ℓ∈N

(
k > 0 ∧ ℓ > 0 ∧ xk = yℓ

)
.

Uwaga: R[t] to zbiór wielomianów jednej zmiennej t o wspóªczynnikach rzeczywistych (np.
2t2 − 3 lub −3t3 + 2t−

√
2).

Zadanie 9. Poka», »e je±li R jest relacj¡ równowa»no±ci, to R−1 równie».

Zadanie 10. Poka», »e relacja symetryczna i antysymetryczna jest przechodnia.

Zadania dodatkowe (ale te» proste)

Zadanie 11. Dla jakich relacji R ⊆ A×B zachodzi R−1 = (A×B) \R?

Zadanie 12. Niech R b¦dzie tak¡ niepust¡ rodzin¡ relacji przechodnich w zbiorze A, »e dla
dowolnych R,S ∈ R zachodzi R ⊆ S lub S ⊆ R. Poka», »e

∪
R jest relacj¡ przechodni¡.

Zadanie 13. Udowodnij, »e dla relacji R ⊆ A2 istnieje najmniejsza relacja przechodnia
zawieraj¡ca R.

Zadanie 14. Niech R ⊆ A × A, gdzie A ̸= ∅. Czy prawd¡ jest, »e je±li R ◦ R jest relacj¡
równowa»no±ci, to relacja R jest:

(a) zwrotna,
(b) symetryczna,
(c) przechodnia.

W ka»dym przypadku podaj dowód lub kontrprzykªad.

Zadanie 15. Poka», »e A jest relacj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy A ⊆ (
∪∪

A)× (
∪∪

A).
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