Elementy Logiki i Teorii Mnogo§ci Zestaw IV

ZADANIA PROSTE
Zadanie 1. Niech R, S C {1,2,3,4,5,6}? beda zdefiniowane nastepujaco:
rRy <+ xly, xSy < y=2°.

Wyznacz R, S, RUS, RNS, R\'S, S\ R, R7!, S7!, Ro S, So R. Dla obu relacji narysuj
odpowiednie tabelki i grafy. Na tej podstawie ocen, czy relacje R i S sa zwrotne, symetryczne
i przechodnie.

Zadanie 2. Zbadaj, jakie wlasnosci maja ponizsze relacje:

(a) RCR? zRy < z—-yeQ,

(b) RCR? 2Ry < z—y &N,

(¢) RCR? 2Ry < |z—2|=|y+2|,

(d) RCEN?, 2Ry « 5[(z—y),

(e) RCN?, xRy « |r+y|=1,

(f) RCR? xRy < z<yVy<u,

(g) RCR? xRy <« |z[ <y,

(h) RCR*xR?,  (x1,22)R(y1,y2) < @1+ T2 =1 + 4o,

(i) RCR*x R%,  (z1,22)R(y1,42) ¢ (z1<x2V (z1 =22 Ay1 < 1po)).

W kazdym przypadku podaj dziedzine i przeciwdziedzine badanej relacji.
Zadanie 3. Podaj przyktad relacji, ktora:

(a) jest zwrotna, symetryczna, ale nie jest przechodnia,
(b) jest zwrotna, antysymetryczna, ale nie jest przechodnia,
¢) jest zwrotna, przechodnia, ale nie jest symetryczna,
(d) jest antysymetryczna, przechodnia, ale nie jest zwrotna,

(e) jest symetryczna, przechodnia, ale nie jest zwrotna.

Zadanie 4. Niech A oraz B bedg zbiorami skonczonymi o odpowiednio n i m elementach.
Ile istnieje relacji miedzy elementami zbiorow A i B?

Zadanie 5. Pokaz, ze jesli R C S, to dla dowolnej relacji T' zachodzi:
(a) ToRCToS,

(b) RoT CSoT,

(c) RFTC S L.

Zadanie 6. Pokaz, ze dla dowolnych relacji R, R;, S, T zachodza réwnosci/inkluzje:
(a) Ro(SoT)=(RoS)oT,
(b) (RoS)™'=S"1o R},
(C) (Uz‘el Ri) 0S5 = Uie[(Ri © S)v
(d) So(Uer Bi) = U (S o Ry),
(€) (Mief fi) 05 € (Nigs(Rio S),
(£) So(Mier Bi) € Nies(S o R).
Pokaz, dlaczego w dwdch ostatnich punktach inkluzji nie mozna zastapi¢ rownoscia.
Zadanie 7. Sprawdz, czy dla dowolnych relacji R i S oraz dowolnego zbioru A zachodza
roOwnosci:
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Zadanie 8. Sprawdz, czy ponizsze relacje sg relacjami réwnowaznosci. Jesli tak, to wyznacz

klasy abstrakcji:

(a) RCRE,  (,y) € Re>a? =,

(b) RCE%  (2.y) € R & |2] = |y,

() RCZ? (v,y) € R x=—y,

(d) R C @\ {0})2 (z,y) € R 2 €L,

(e) RC (R\{0})? (z,y) € R+ £ >0,

(f)

(8)
)
)

fy RCR?, 2Ry < z—y€EL,

g) RC N2 TRy < (x,y parzyste i z = y) lub (z,y nieparzyste i 3|x — y),
(h) RC (R [ J\{0})?, xRy <> x-y jest stopnia parzystego,

(i) R C (R[t])?), xRy < x-y jest stopnia nieparzystego,

(j) RC N2, zRy > Fysen (l{:>0/\€>0/\xk:y4).
Uwaga: R[t] to zbior wielomianoéw jednej zmiennej ¢ o wspolczynnikach rzeczywistych (np

22 — 3 lub —3t3 + 2t — /2).
Zadanie 9. Pokaz, ze jesli R jest relacja rownowaznosci, to R~! rowniez.
Zadanie 10. Pokaz, ze relacja symetryczna i antysymetryczna jest przechodnia.

ZADANIA DODATKOWE (ALE TEZ PROSTE)
Zadanie 11. Dla jakich relacji R € A x B zachodzi R~ = (A x B) \ R?

Zadanie 12. Niech R bedzie taka niepusta rodzing relacji przechodnich w zbiorze A, ze dla
dowolnych R, S € R zachodzi R C S lub S C R. Pokaz, ze |JR jest relacja przechodnia.

Zadanie 13. Udowodnij, ze dla relacji R C A? istnieje najmniejsza relacja przechodnia
zawierajaca R.

Zadanie 14. Niech R C A x A, gdzie A # (0. Czy prawda jest, ze jesli R o R jest relacja
rownowaznosci, to relacja R jest:

(a) zwrotna,

(b) symetryczna,

(¢) przechodnia.

W kazdym przypadku podaj dowod lub kontrprzyktad.

Zadanie 15. Pokaz, ze A jest relacja wtedy i tylko wtedy, gdy A C (U A) x (UUA).



