
Elementy Logiki i Teorii Mnogo±ci Zestaw VI

Zadanie 1. Udowodnij, »e poni»sze zbiory s¡ równoliczne:

(a) A = {1, 2}, B = {Adam,Ewa},
(b) A = {x ∈ N : x < 7}, B = {x ∈ N : 1 < x2 < 70},
(c) A = {x ∈ R : x2 − 2x+ 1 = 0}, B = {0},
(d) dowolne dwa zbiory sko«czone o tej samej liczbie elementów,
(e) A = (a1, a2) ⊆ R, B = (b1, b2) ⊆ R, gdzie a1 < a2 oraz b1 < b2,
(f) A = [a1, a2] ⊆ R, B = [b1, b2] ⊆ R, gdzie a1 < a2 oraz b1 < b2,
(g) A = (0, 3), B = [0, 1),
(h) dowolna prosta i dowolny odcinek otwarty,
(i) dowolny kwadrat i dowolny odcinek,
(j) dowolne dwa okr¦gi.

Zadanie 2. Jaka jest moc poni»szych zbiorów? Odpowied¹ uzasadnij:

(a) {x ∈ R : − 1 < x < 1},
(b) {x ∈ N : ∃y∈R x = sin y},
(c) {x ∈ R : ∃y∈N+ x = ln y},
(d) {x ∈ N : ∃y∈R x = tan y},
(e) {x ∈ R : ∃y∈R x = 2y},
(f) {x ∈ R : ∃n∈N+ xn ∈ Q},
(g) {x ∈ R : ∃n∈N+ sinn x ∈ Q},
(h) {x ∈ R : tan 1

x
∈ N},

(i) {(x, y) ∈ R2 : y = 5x− 4},
(j) {(x, y) ∈ R2 : xy < 1},
(k) {(x, y) ∈ R2 : x = y},
(l) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1},

(m) {(x, y) ∈ R2 : x− y = 3},
(n) {(x, y) ∈ R2 : ∃w∈Q x− y = w},
(o) {(x, y, z) ∈ R3 : x = y = z}.

Zadanie 3. Jaka jest moc poni»szych zbiorów? Odpowied¹ uzasadnij:

(a) zbiór rozª¡cznych otwartych przedziaªów liczb rzeczywistych,
(b) zbiór rozª¡cznych trójk¡tów (z wn¦trzem) na pªaszczy¹nie,
(c) zbiór rozª¡cznych trójk¡tów (bez wn¦trza) na pªaszczy¹nie,
(d) zbiór trójk¡tów na pªaszczy¹nie, których wierzchoªki maj¡ obie wspóªrz¦dne wymierne,
(e) zbiór trójk¡tów na pªaszczy¹nie, których wierzchoªki maj¡ obie wspóªrz¦dne niewymierne,
(f) zbiór wszystkich wielomianów o wspóªczynnikach wymiernych,
(g) zbiór macierzy o wyrazach wymiernych,
(h) zbiór sko«czonych ci¡gów zero-jedynkowych,
(i) zbiór niesko«czonych ci¡gów zero-jedynkowych,
(j) zbiór niesko«czonych ci¡gów o wyrazach caªkowitych staªych od pewnego miejsca,
(k) zbiór niesko«czonych ci¡gów o wyrazach rzeczywistych staªych od pewnego miejsca,
(l) zbiór sko«czonych podzbiorów Q,

(m) zbiór wszystkich ±ci±le rosn¡cych ci¡gów liczb naturalnych,
(n) zbiór wszystkich ±ci±le rosn¡cych ci¡gów liczb rzeczywistych,
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(o) zbiór okr¦gów, których ±rodki le»¡ w punktach o wspóªrz¦dnych wymiernych i o promieni-
ach b¦d¡cych liczbami wymiernymi,

(p) zbiór wszystkich relacji zwrotnych na N,
(q) zbiór wszystkich relacji antyzwrotnych na N,
(r) zbiór wszystkich relacji symetrycznych na N,
(s) zbiór wszystkich relacji antysymetrycznych na N,
(t) zbiór wszystkich relacji przechodnich na N,
(u) zbiór wszystkich relacji równowa»no±ci na N.

Zadanie 4. Poka», »e NN ∼ 2N.

Zadanie 5. Poka», »e:

(a) je»eli A ∼ C i A ⊆ B ⊆ C, to A ∼ B ∼ C;
(b) je»eli A ⊆ B i A ∼ A ∪ C, to B ∼ B ∪ C.

Zadanie 6. Czy dla ka»dej bijekcji f : A → A istnieje n ∈ N takie, »e fn jest identyczno±ci¡
na A, gdy

(a) A jest sko«czony,
(b) A = N.

Zadanie 7. Czy zbiór wszystkich trójk¡tów na pªaszczy¹nie, których jeden wierzchoªek ma
wspóªrz¦dne niewymierne, a dwa pozostaªe maj¡ wspóªrz¦dne wymierne, jest przeliczalny?

Zadanie 8. Poka», »e dla dowolnych zbiorów X,X1, X2, Y, Y1, Y2, Z speªnione s¡ nast¦puj¡ce
warunki:

(a) je»eli X1 ∼ X2 i Y1 ∼ Y2, to XY1
1 ∼ XY2

2 ,
(b) XY×Z ∼ (XY )Z ,
(c) XY×Z ∼ XZ × Y Z ,
(d) je»eli Y ∩ Z = ∅, to XY ∪Z ∼ XY ×XZ ,
(e) je»eli X \ Y ∼ Y \X, to X ∼ Y (czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?).

Zadanie 9. Które z poni»szych zbiorów s¡ równoliczne:

Q× Z, R× Z, R× R, QZ, R \Q, 2N, 2Q, 2R, QR, CN, P(R×Q)?

Wykorzystaj twierdzenia z wykªadu oraz fakty z poprzedniego zadania.

Zadanie 10. Na zbiorze NN dana jest relacja R okre±lona nast¦puj¡co:

fRg ⇔ ∀n∈N f(2n) = g(2n).

(a) Poka», »e R jest relacj¡ równowa»no±ci.
(b) Jaka jest moc klasy [{f(n) = 2n}]?
(c) Poka», »e dowolne dwie klasy s¡ równoliczne i maj¡ moc c.
(d) Poka», »e moc zbioru klas abstrakcji wynosi c.
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