Matematyka 3 (GiK) Dodatek do pierwszych zajeé

ZADANIE Z ROZWIAZANIEM

Zadanie. Rozwiaz rownanie
cos z = —1.

Rozwigzanie. Zaczynamy od zastosowania wzoru na cosinus:
eiz + e—iz
2

Szukamy liczby zespolonej z = x + iy spelniajacej powyzsze réwnanie. Zauwazmy, ze
iz =i(x +1y) = iz + i’y = —y + ix. Zatem dostajemy

= —1.

e—y—i—iaz + ey—ix
2
Korzystajac teraz ze wzoru na e* otrzymujemy

= —1.

e Y(cosz +isinx) + e¥(cos(—x) + isin(—x)) = —2i.
Poniewaz cos(—x) = cos(x) oraz sin(—z) = —sinz, powyzsze rownanie przybiera postac
e Y(cosx +isinx) + e’(cosx —isinx) = —2i.
Grupujemy cze$¢ rzeczywista i urojong po lewej stronie:
e Ycosx +eYcosx+i(e Ysine —e?sinz) = —2i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone po obu stronach otrzymujemy uktad réwnan

(%) { e Ycosx+eYcosx =0,

e Ysinx —eYsinx = —2.
Rozwazmy pierwsze rownanie:
cosz(e ¥ +e¥) = 0.
Wtedy cosx = 0 lub e™¥ + €Y = 0. Zauwazmy, ze drugie rOwnanie nie ma rozwigzan,
poniewaz e~ ¥, e > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej y. Zatem cosx = 0, czyli x = § + k,
gdzie k € Z.
Rozwazymy teraz dwa przypadki.

1. x =7+ 2km
W tym przypadku sinx = 1. Zatem drugie rownanie z ukladu (%) upraszcza sie do

e Y —e¥ = -2

Korzystajac z podstawienia ¢t = e¥ otrzymujemy

1

S —t=-2

t

1—t2= -9t
—t24+2t+1=0

To réwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazania:
t1:1—|—\/§ oraz tgzl—\/é
Zatem
! =1+v2 lub e =1-V2.

Drugie rownanie nie ma rozwiazan, poniewaz e? > 0. Czyli y = In(1 + v/2).
1



2. v =5+ 2k+1)m
W tym przypadku sinz = —1. Zatem drugie rownanie z uktadu (%) upraszcza sie do

—e V4 e¥ = -2

Korzystajac z podstawienia ¢t = e¥ otrzymujemy
1

——4t=-2
;T
—1 4t = -2t
2+2t—1=0

To réwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazania:

ti=—-14+vV2 oraz to=—-1—+2.
Zatem

eV =—1+v2 lub e’ =-1—-2.
Drugie rownanie nie ma rozwiazan, poniewaz € > 0. Czyli y = In(v/2 — 1).

Podsumowujac, otrzymaliSémy nastepujace rozwigzania:
r = 5+ 2km r = S+Q2k+1)m
{ y = I(V2+1) { y = W(vVZ-1)



