
Matematyka 3 (GiK) Dodatek do pierwszych zaj¦¢

Zadanie z rozwi¡zaniem

Zadanie. Rozwi¡» równanie
cos z = −i.

Rozwi¡zanie. Zaczynamy od zastosowania wzoru na cosinus:

eiz + e−iz

2
= −i.

Szukamy liczby zespolonej z = x + iy speªniaj¡cej powy»sze równanie. Zauwa»my, »e
iz = i(x+ iy) = ix+ i2y = −y + ix. Zatem dostajemy

e−y+ix + ey−ix

2
= −i.

Korzystaj¡c teraz ze wzoru na ez otrzymujemy

e−y(cosx+ i sin x) + ey(cos(−x) + i sin(−x)) = −2i.

Poniewa» cos(−x) = cos(x) oraz sin(−x) = − sin x, powy»sze równanie przybiera posta¢

e−y(cosx+ i sin x) + ey(cosx− i sin x) = −2i.

Grupujemy cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ po lewej stronie:

e−y cos x+ ey cos x+ i(e−y sinx− ey sinx) = −2i.

Porównuj¡c cz¦±ci rzeczywiste i urojone po obu stronach otrzymujemy ukªad równa«

(*)

{
e−y cos x+ ey cosx = 0,
e−y sin x− ey sin x = −2.

Rozwa»my pierwsze równanie:

cos x(e−y + ey) = 0.

Wtedy cos x = 0 lub e−y + ey = 0. Zauwa»my, »e drugie równanie nie ma rozwi¡za«,
poniewa» e−y, ey > 0 dla ka»dej liczby rzeczywistej y. Zatem cosx = 0, czyli x = π

2
+ kπ,

gdzie k ∈ Z.
Rozwa»ymy teraz dwa przypadki.

1. x = π
2
+ 2kπ

W tym przypadku sin x = 1. Zatem drugie równanie z ukªadu (∗) upraszcza si¦ do

e−y − ey = −2.

Korzystaj¡c z podstawienia t = ey otrzymujemy

1

t
− t = −2

1− t2 = −2t

−t2 + 2t+ 1 = 0

To równanie kwadratowe ma dwa rozwi¡zania:

t1 = 1 +
√
2 oraz t2 = 1−

√
2.

Zatem
ey = 1 +

√
2 lub ey = 1−

√
2.

Drugie równanie nie ma rozwi¡za«, poniewa» ey > 0. Czyli y = ln(1 +
√
2).
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2. x = π
2
+ (2k + 1)π

W tym przypadku sin x = −1. Zatem drugie równanie z ukªadu (∗) upraszcza si¦ do

−e−y + ey = −2.

Korzystaj¡c z podstawienia t = ey otrzymujemy

−1

t
+ t = −2

−1 + t2 = −2t

t2 + 2t− 1 = 0

To równanie kwadratowe ma dwa rozwi¡zania:

t1 = −1 +
√
2 oraz t2 = −1−

√
2.

Zatem
ey = −1 +

√
2 lub ey = −1−

√
2.

Drugie równanie nie ma rozwi¡za«, poniewa» ey > 0. Czyli y = ln(
√
2− 1).

Podsumowuj¡c, otrzymali±my nast¦puj¡ce rozwi¡zania:{
x = π

2
+ 2kπ

y = ln(
√
2 + 1)

,

{
x = π

2
+ (2k + 1)π

y = ln(
√
2− 1)

.
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