
Matematyka 3 (GiK) Zestaw II

Powtórka (cz¦±¢ I)

1. Równania Cauchy'ego-Riemanna dla funkcji rzeczywistych u(x, y) i v(x, y):

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

2. Funkcja rzeczywista u(x, y) klasy C2 jest funkcj¡ harmoniczn¡, gdy jej laplasjan jest
równy 0, czyli gdy

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

3. Funkcje harmoniczne u(x, y) i v(x, y) zwi¡zane warunkami Cauchy'ego-Riemanna na-
zywamy funkcjami harmonicznymi sprz¦»onymi.

Zadania

Zadanie 1. Sprawd¹, czy poni»sze funkcje s¡ funkcjami harmonicznymi. Je±li tak, to
wyznacz do nich funkcje harmoniczne sprz¦»one.

(a) u(x, y) = x3 − 3xy2,
(b) u(x, y) = x2 − y2 − 2x,
(c) u(x, y) = ex − ey,
(d) u(x, y) = 2xy + 3x.

Powtórka (cz¦±¢ II)

1. Równanie o rozdzielonych zmiennych, czyli postaci

p(y)
dy

dx
= q(x)

rozwi¡zujemy w nast¦puj¡cy sposób: �przerzucamy� dx na praw¡ stron¦ otrzymuj¡c
p(y)dy = q(x)dx, a nast¦pnie caªkujemy obie strony.

2. Równanie jednorodne wzgl¦dem x i y, czyli postaci

dy

dx
= f

(y
x

)
rozwi¡zujemy w nast¦puj¡cy sposób: stosujemy podstawienie u = y

x
oraz dy

dx
= u+xdu

dx
,

a nast¦pnie rozwi¡zujemy otrzymane równanie o rozdzielonych zmiennych.
3. Równanie ró»niczkowe postaci

dy

dx
= f(ax+ by + c)

rozwi¡zujemy w nast¦puj¡cy sposób: stosujemy podstawienie u = ax + by + c oraz
dy
dx

= 1
b
du
dx

− a
b
, a nast¦pnie rozwi¡zujemy otrzymane równanie o rozdzielonych zmien-

nych.
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Zadania

Zadanie 2. Rozwi¡» poni»sze równania metod¡ rozdzielania zmiennych:

(a) xy = (1 + x)(1 + y)
dy

dx
,

(b) sinx sin y
dy

dx
= cosx cos y,

(c) e−1/xy3 + x2y2
dy

dx
= 0,

(d) ey(1 + x2)
dy

dx
− 2x(1 + ey) = 0,

(e)
dy

dx
= sin y,

(f) x(1 + ey)− ey
dy

dx
= 0.

Zadanie 3. Rozwi¡» poni»sze równania stosuj¡c odpowiednie podstawienia:

(a) x+ y + x
dy

dx
= 0,

(b) 8y + 10x+ (5y + 7x)
dy

dx
= 0,

(c) (x2 − y2)
dy

dx
− 2xy = 0,

(d)
dy

dx
= (4x− 2y + 1)2,

(e)
dy

dx
= (x+ y)2 + 1,

(f)
dy

dx
= sin(x− 2y),

(g)
dy

dx
= (4x− 2y + 1)2,

(h) x− 2y + 9− (3x− 6y + 19)
dy

dx
= 0.
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