Matematyka 3 (GiK) Zestaw IV

POWTORKA I: ROWNANIA ROZNICZKOWE WYZSZEGO RZEDU

1. Jednorodne réwnania rézniczkowe drugiego rzedu, czyli réwnania postaci
ay’ +by +cy=0

rozwigzujemy w nastepujacy sposob: tworzymy wielomian charakterystyczny rownania:
ar? + br + ¢ i wyznaczamy jego pierwiastki ry i 7o. Mamy trzy przypadki:
o jezeli r; # 1y oraz ri,r2 € R (czyli A > 0), to rozwiazaniem réwnania jest
y = A6r1x+B€r21;
e jezeli r; = 1y oraz ri,r2 € R (czyli A = 0), to rozwiazaniem réwnania jest
y=e""(Az + B);
e jezeliry # ro oraz 1y = s+itiry = s—it (czyli A < 0), to rozwiazaniem roéwnania
jest y = e**(Asintx + Bcostx).
2. Niejednorodne roéwnania rozniczkowe drugiego rzedu (lub ogolniej: rzedu n), czyli row-
nania postaci
y' +by +cy = F(z)
rozwigzujemy w nastepujacy sposob: rozwiazujemy najpierw rownanie jednorodne
ay” +by' +cy =0,

otrzymujac pewne rozwiazanie y;. Nastepnie ,przewidujemy rozwigzanie”:

e jezeli F'(x) jest wielomianem stopnia &, to przewidujemy rozwiazanie yo = Cjx® +

Cro1z" 1+ ... +Ciz+Cy:
e jezeli F(z) jest funkcja postaci ky sin cz + ko cos cx, to przewidujemy rozwiagzanie
= Asincx + B cos cx;

e jezeli F(z) jest funkcjg postaci ke, to przewidujemy rozwigzanie yo = De.
Na podstawie przewidzianego rozwiazania obliczamy y5 oraz y4 i do gtéwnego rownania
za y, 3y oraz y” podstawiamy o, y5 oraz y4y. Nastepnie wyliczamy wartosci Cy, ..., Co
lub A, B lub D. Ostateczne rozwigzanie réwnania to y = y; + ys.

ZADANIA [

Zadanie 1. Rozwiaz ponizsze réwnania rézniczkowe drugiego rzedu:
)y +4y 4+ 3y =0,
v +2y +y=0,
"+2y +2y =0,
y”—l—5y +6y = 2% + 32 — 1,
y — 2y +y = 4sin 3z,
y" — 4y + by = 3e3°.
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POWTORKA II: FUNKCJE WEKTOROWE

Niech X C R oraz niech E? oznacza zbior wszystkich wektorow w przestrzeni euklide-
sowej E3. Funkcje r: X — E2 nazywamy funkcjg wektorowg jednej zmiennej. Dla u € X
kazdy wektor r(u) € E2 mozemy zapisaé¢ jako r(u) = [z(u),y(u), z(u)].

Niech ry,ry, r3 beda funkcjami wektorowymi zmiennej u, niech f bedzie funkcja rze-
czywista oraz c stala. Wtedy:

(a) (r1+ry) =141y, (d) (ry-rp) =1/ 19 +11 -1,
(b) (ery) =c- 1y, (e) (r1 xre) =11 Xro+71] XTI,
(c) (fry) = f'ri+ fry, (f) (rirers)’ =ri'rors 4+ riry’rs + rirors’.
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Niech L bedzie krzywa regularng okreslong rownaniem parametrycznym r(u), gdzie u
nalezy do pewnego otwartego przedziatu (a,b) liczb rzeczywistych. Wtedy dlugosé¢ tuku
krzywej L miedzy punktami a i b wyraza sie wzorem

b
sz/wwm,

s—/¢ (@ + [ (w)Pdu,

gdy r(u) = [z(u),y(u), z(u)]. Jezeli krzywa L jest krzywa ptlaska i daje sie opisaé za
pomoca réwnania y = y(x), to wtedy dlugo$é tuku L mozemy policzy¢ za pomoca wzoru

s = / V 1+ [y (u))?du.

Dla kazdej krzywej regularnej okre$lonej regularnym przedstawieniem parametrycz-
nym r(u) istnieje regularne przedstawienie parametryczne rlu(s)], gdzie parametr s jest

okreslony wzorem
:/ |t/ (t)|dt.
U

Takie przedstawienie nazywamy naturalnym przedstawieniem parametrycznym Krzywej.
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ZADANIA II

Zadanie 2. Oblicz pochodne funkcji wektorowych:

Zadanie 3. Jakie krzywe sa opisane za pomoca ponizszych rownan parametrycznych:
(a) r(u) = [u,2u+1,3u — 1],
(b) r(u) = [acosu,asinu, bul, gdzie a,b > 07
Zadanie 4. Pokaz, ze przedstawienia parametryczne
r(u) = [acosu,bsinu], wu € (—m,m)
oraz
(t) 1—t* 2t
r(t) = |la——,b——=
142 142

gdzie a,b > 0, sa przedstawieniami tej samej krzywej. Co to za krzywa? Podaj jej rownanie
w postaci uwiktane;j.
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Zadanie 5. Wyznacz dlugosé¢ tuku krzywej zawartego miedzy podanymi punktami:
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Zadanie 6. Znajdz naturalne przedstawienie parametryczne ponizszych krzywych przyj-
mujac ug = 0:

(a) r(u) = [—asinu,acosu,b], u€R,

(b) r(u) = [cos® u,sin® u, cos2u], u € [0, %],

() r(u) = [e*,vV2u,e™], u€R.

Zadanie 7. Pokaz, ze krzywa r(s) = [2coss,1 —sins, —
naturalnie.
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£ cos s} jest sparametryzowana



