
Matematyka 3 (GiK) Zestaw IV

Powtórka I: równania ró»niczkowe wy»szego rz¦du

1. Jednorodne równania ró»niczkowe drugiego rz¦du, czyli równania postaci

ay′′ + by′ + cy = 0

rozwi¡zujemy w nast¦puj¡cy sposób: tworzymy wielomian charakterystyczny równania:
ar2 + br + c i wyznaczamy jego pierwiastki r1 i r2. Mamy trzy przypadki:

• je»eli r1 ̸= r2 oraz r1, r2 ∈ R (czyli ∆ > 0), to rozwi¡zaniem równania jest
y = Aer1x +Ber2x;

• je»eli r1 = r2 oraz r1, r2 ∈ R (czyli ∆ = 0), to rozwi¡zaniem równania jest
y = er1x(Ax+B);

• je»eli r1 ̸= r2 oraz r1 = s+ it i r2 = s− it (czyli ∆ < 0), to rozwi¡zaniem równania
jest y = esx(A sin tx+B cos tx).

2. Niejednorodne równania ró»niczkowe drugiego rz¦du (lub ogólniej: rz¦du n), czyli rów-
nania postaci

ay′′ + by′ + cy = F (x)

rozwi¡zujemy w nast¦puj¡cy sposób: rozwi¡zujemy najpierw równanie jednorodne

ay′′ + by′ + cy = 0,

otrzymuj¡c pewne rozwi¡zanie y1. Nast¦pnie �przewidujemy rozwi¡zanie�:
• je»eli F (x) jest wielomianem stopnia k, to przewidujemy rozwi¡zanie y2 = Ckx

k+
Ck−1x

k−1 + . . .+ C1x+ C0;
• je»eli F (x) jest funkcj¡ postaci k1 sin cx+ k2 cos cx, to przewidujemy rozwi¡zanie
y2 = A sin cx+B cos cx;

• je»eli F (x) jest funkcj¡ postaci kecx, to przewidujemy rozwi¡zanie y2 = Decx.
Na podstawie przewidzianego rozwi¡zania obliczamy y′2 oraz y

′′
2 i do gªównego równania

za y, y′ oraz y′′ podstawiamy y2, y
′
2 oraz y′′2 . Nast¦pnie wyliczamy warto±ci Ck, . . . , C0

lub A,B lub D. Ostateczne rozwi¡zanie równania to y = y1 + y2.

Zadania I

Zadanie 1. Rozwi¡» poni»sze równania ró»niczkowe drugiego rz¦du:

(a) y′′ + 4y′ + 3y = 0,
(b) y′′ + 2y′ + y = 0,
(c) y′′ + 2y′ + 2y = 0,
(d) y′′ + 5y′ + 6y = x2 + 3x− 1,
(e) y′′ − 2y′ + y = 4 sin 3x,
(f) y′′ − 4y′ + 5y = 3e3x.

Powtórka II: funkcje wektorowe

Niech X ⊆ R oraz niech E3
∗ oznacza zbiór wszystkich wektorów w przestrzeni euklide-

sowej E3. Funkcj¦ r : X → E3
∗ nazywamy funkcj¡ wektorow¡ jednej zmiennej. Dla u ∈ X

ka»dy wektor r(u) ∈ E3
∗ mo»emy zapisa¢ jako r(u) = [x(u), y(u), z(u)].

Niech r1, r2, r3 b¦d¡ funkcjami wektorowymi zmiennej u, niech f b¦dzie funkcj¡ rze-
czywist¡ oraz c staª¡. Wtedy:
(a) (r1 + r2)

′ = r1
′ + r2

′,
(b) (cr1)

′ = c · r1′,
(c) (fr1)

′ = f ′r1 + fr1
′,

(d) (r1 · r2)′ = r1
′ · r2 + r1 · r2′,

(e) (r1 × r2)
′ = r1

′ × r2 + r1 × r2
′,

(f) (r1r2r3)
′ = r1

′r2r3 + r1r2
′r3 + r1r2r3

′.
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Niech L b¦dzie krzyw¡ regularn¡ okre±lon¡ równaniem parametrycznym r(u), gdzie u
nale»y do pewnego otwartego przedziaªu (a, b) liczb rzeczywistych. Wtedy dªugo±¢ ªuku
krzywej L mi¦dzy punktami a i b wyra»a si¦ wzorem

s =

∫ b

a

|r′(u)|du,

lub

s =

∫ b

a

√
[x′(u)]2 + [y′(u)]2 + [z′(u)]2du,

gdy r(u) = [x(u), y(u), z(u)]. Je»eli krzywa L jest krzyw¡ pªask¡ i daje si¦ opisa¢ za
pomoc¡ równania y = y(x), to wtedy dªugo±¢ ªuku L mo»emy policzy¢ za pomoc¡ wzoru

s =

∫ b

a

√
1 + [y′(u)]2du.

Dla ka»dej krzywej regularnej okre±lonej regularnym przedstawieniem parametrycz-
nym r(u) istnieje regularne przedstawienie parametryczne r[u(s)], gdzie parametr s jest
okre±lony wzorem

s(u) =

∫ u

u0

|r′(t)|dt.

Takie przedstawienie nazywamy naturalnym przedstawieniem parametrycznym krzywej.

Zadania II

Zadanie 2. Oblicz pochodne funkcji wektorowych:

(a) r′′ × r′,
(b) r′′r′r,
(c) (r′′ × r)× r′,
(d) (r× r′) · (r′ × r′′),

(e)
√
(r× r′).

Zadanie 3. Jakie krzywe s¡ opisane za pomoc¡ poni»szych równa« parametrycznych:

(a) r(u) = [u, 2u+ 1, 3u− 1],
(b) r(u) = [a cosu, a sinu, bu], gdzie a, b > 0?

Zadanie 4. Poka», »e przedstawienia parametryczne

r(u) = [a cosu, b sinu], u ∈ (−π, π)

oraz

r(t) =

[
a
1− t2

1 + t2
, b

2t

1 + t2

]
, t ∈ R,

gdzie a, b > 0, s¡ przedstawieniami tej samej krzywej. Co to za krzywa? Podaj jej równanie
w postaci uwikªanej.

Zadanie 5. Wyznacz dªugo±¢ ªuku krzywej zawartego mi¦dzy podanymi punktami:

(a) y = ln 1− x2, x1 = −1
2
, x2 =

1
2
,

(b) y =
√
1− x2, x1 = 0, x2 =

1
2
,

(c) x = t2

2
, y = t3

3
, t1 = 0, t2 =

√
3,

(d) x = cos3 t, y = sin2 t, z = cos 2t, t1 = 0, t2 =
π
2
,

(e) x = t+ t3

3
, y = t− t3

3
, z = t2, t1 = 0, t2 =

1√
2
.
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Zadanie 6. Znajd¹ naturalne przedstawienie parametryczne poni»szych krzywych przyj-
muj¡c u0 = 0:

(a) r(u) = [−a sinu, a cosu, b], u ∈ R,
(b) r(u) = [cos3 u, sin3 u, cos 2u], u ∈ [0, π

2
],

(c) r(u) = [eu,
√
2u, e−u], u ∈ R.

Zadanie 7. Poka», »e krzywa r(s) =
[
4
5
cos s, 1− sin s,−3

5
cos s

]
jest sparametryzowana

naturalnie.
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