
Matematyka 3 (GiK) Zestaw V

Powtórka

1. Niech dana b¦dzie krzywa r(u) = [x(u), y(u), z(u)]. Równanie stycznej do tej krzywej
w punkcie u ∈ R ma posta¢

X − x(u)

x′(u)
=

Y − y(u)

y′(u)
=

Z − z(u)

z′(u)
.

Dla krzywej pªaskiej r(u) = [x(u), y(u)] równanie stycznej przybiera posta¢

X − x(u)

x′(u)
=

Y − y(u)

y′(u)
.

Je±li krzywa pªaska jest okre±lona równaniem y = y(x) (r(u) = [x, y(x)]), styczn¡
mo»na zapisa¢ w postaci

Y − y(x) = y′(x)(X − x).

Je±li krzywa pªaska jest zadana w sposób uwikªany F (x, y) = 0, to styczna do tej
krzywej w punkcie (x0, y0) jest wyra»ona wzorem

X − x0

Fy(x0, y0)
= − Y − y0

Fx(x0, y0)
.

2. Równanie pªaszczyzny normalnej do krzywej r(u) = [x(u), y(u), z(u)] w punkcie u ∈ R
ma posta¢

[X − x(u)]x′(u) + [Y − y(u)]y′(u) + [Z − z(u)]z′(u) = 0.

Dla krzywej pªaskiej r(u) = [x(u), y(u)] równanie prostej normalnej przybiera posta¢

[X − x(u)]x′(u) + [Y − y(u)]y′(u) = 0.

Je±li krzywa pªaska jest zadana w sposób uwikªany F (x, y) = 0, to normalna do tej
krzywej w punkcie (x0, y0) jest wyra»ona wzorem

X − x0

F ′
x(x0, y0)

=
Y − y0

F ′
y(x0, y0)

.

3. Rz¦dem styczno±ci krzywych y1 oraz y2 w punkcie x0 nazywamy liczb¦ naturaln¡ n
tak¡, »e dla ka»dej liczby naturalnej k mniejszej lub równej n zachodzi równo±¢

y
(k)
1 (x0) = y

(k)
2 (x0) oraz y

(n+1)
1 (x0) ̸= y

(n+1)
2 (x0).

4. Okr¦giem ±ci±le stycznym do danej krzywej pªaskiej w danym punkcie P nazywamy
okr¡g maj¡cy z t¡ krzyw¡ w punkcie P styczno±¢ mo»liwie najwy»szego rz¦dy. Rów-
nanie okr¦gu ma posta¢ (x− A)2 + (y − B)2 = R2, nale»y zatem wyznaczy¢ warto±ci
A, B i R.
Je±li krzywa jest zadana wzorem y = y(x), to

A = x− y′
1 + y′2

y′′
, B = y +

1 + y′2

y′′
, R =

(
1 + y′2

) 3
2∣∣y′′∣∣ .

Je±li krzywa jest opisana równaniami parametrycznymi x = x(t), y = y(t), to

A = x−
(
x′2 + y′2

)
y′

x′y′′ − x′′y′
, B = y +

(
x′2 + y′2

)
x′

x′y′′ − x′′y′
, R =

(
x′2 + y′2

) 3
2∣∣x′y′′ − x′′y′
∣∣ .
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5. Krzywizn¡ κ krzywej pªaskiej nazywamy odwrotno±¢ promienia okr¦gu ±ci±le stycznego.
Warto±¢ t¦ wyliczamy zatem w nast¦puj¡cy sposób.
Je±li krzywa jest zadana wzorem y = y(x), to

κ =

∣∣y′′∣∣(
1 + y′2

) 3
2

.

Je±li krzywa jest opisana równaniami parametrycznymi x = x(t), y = y(t), to

κ =

∣∣x′y′′ − x′′y′
∣∣(

x′2 + y′2
) 3

2

.

Je±li krzywa jest zadana w sposób uwikªany F (x, y) = 0, to

κ =

∣∣∣∣∣∣det
 F ′′

xx F ′′
xy F ′

x

F ′′
yx F ′′

yy F ′
y

F ′
x F ′

y 0

∣∣∣∣∣∣(
F ′2
x + F ′2

y

) 3
2

Zadania

Zadanie 1. Wyznacz równanie stycznej i normalnej do krzywej:

(a) y = 1+
√
x

1−
√
x
w punkcie (x0, y0) = (4,−3),

(b) y = 0, 5(ex + e−x) w punkcie (x0, y0) = (1, 1),
(c) x = cos3 t, y = sin2 t w punkcie t0 =

π
2
,

(d) arc tg x
1+y2

= 0 w punkcie (x0, y0, z0) = (1, 0, π
4
).

Zadanie 2. Oblicz rz¡d styczno±ci:

(a) krzywych y1 = x3 oraz y2 = x sinx w punkcie pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych,
(b) paraboli y = x2 + x+ 1 oraz okr¦gu x2 + y2 = 2 w punkcie (1, 1),
(c) krzywych y1 = −1

6
x3 + x oraz y2 = sinx w punkcie (0, 0).

Zadanie 3. Znajd¹ okr¡g ±ci±le styczny do krzywej:

(a) y = ex w punkcie (x0, y0) = (0, 1),
(b) y = x4 + x2 − 1

2
w punkcie (x0, y0) =

(
0,−1

2

)
,

(c) x(t) = 2a sin2 t, y(t) = 2a(tg t− 1
2
sin 2t) w punkcie t = π

4
.

Zadanie 4. Znajd¹ krzywizn¦ krzywej:

(a) y = sinx w punkcie (x0, y0) =
(
π
6
,−1

2

)
,

(b) y2 = px w dowolnym punkcie,
(c) x(t) = t2, y(t) = t3 w dowolnym punkcie.
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