Matematyka 3 (GiK) Zestaw V

PoOwTORKA

1. Niech dana bedzie krzywa r(u) = [x(u),y(u), z(u)]. Rownanie stycznej do tej krzywej
w punkcie © € R ma postaé
X—wx(u) Y—-ylu) Z-—=z(u)
2wy Z(u)
(

u), y(u)] rownanie stycznej przybiera postac

Dla krzywej plaskiej r(u) = [z
X —x(u) Y —y(u)
' (u) Y (u)
Jesli krzywa plaska jest okreglona rownaniem y = y(x) (r(u) = [z,y(z)]), styczna
mozna zapisa¢ w postaci

Y —y(z) =y (z)(X —z).

Jesli krzywa plaska jest zadana w sposob uwiktany F(z,y) = 0, to styczna do tej
krzywej w punkcie (zg,yo) jest wyrazona wzorem

X — a9 Y — o

Fy(zo,90)  Fu(zo,90)

2. Rownanie plaszczyzny normalnej do krzywej r(u) = [z(u), y(u), z(u)] w punkcie u € R
ma postac

(X —z(u)]2’(w) + [V = y(w)]ly'(u) +[Z — 2(u)]2'(u) = 0.
Dla krzywej plaskiej r(u) = [z(u),y(u)] rownanie prostej normalnej przybiera postac
X — (W)’ (w) + [V — y(u)]y'(w) = 0.

Jesli krzywa plaska jest zadana w sposob uwiklany F'(x,y) = 0, to normalna do tej
krzywej w punkcie (zg,yo) jest wyrazona wzorem

X — xo Y — o

F(z0,Y0) a Fé(%,yo)'
3. Rzedem stycznoSci krzywych y; oraz y, w punkcie xy nazywamy liczbe naturalng n
taka, ze dla kazdej liczby naturalnej £ mniejszej lub rownej n zachodzi réwnosé

k k n+1 n+1
y ) (20) =y (o) oraz oy (o) # i (o).

4. Okregiem Scisle stycznym do danej krzywej plaskiej w danym punkcie P nazywamy
okrag majacy z ta krzywa w punkcie P styczno$¢ mozliwie najwyzszego rzedy. Row-
nanie okregu ma postaé¢ (z — A)? + (y — B)? = R?, nalezy zatem wyznaczy¢ wartosci
A, BiR.

Jesli krzywa jest zadana wzorem y = y(z), to

1 /2 1 12
A=g—y—2 B=y+—zy , =

/"

Jesli krzywa jest opisana rownaniami parametrycznymi z = x(t), y = y(t), to
(l‘/2 + y/2)y/ ($/2 + y’Q)x’ <$/2 + y/2>§
l‘/y” o l‘”y’ ’ B = x/y// o x//y/ ) R = }x’y” - 17”?/‘ !

1

A=x—



5. Krzywizng k krzywej plaskiej nazywamy odwrotno$é¢ promienia okregu Scisle stycznego.
Wartos¢ te wyliczamy zatem w nastepujacy sposob.
Jesli krzywa jest zadana wzorem y = y(x), to

ly
(1 =+ y/Q)%

Jesli krzywa jest opisana rownaniami parametrycznymi x = x(t), y = y(t), to

//‘
K =

}I’y” o IL‘//yl‘
N <$I2 + yIZ)% '
Jesli krzywa jest zadana w sposob uwiktany F(z,y) = 0, to
F// F// F/
zT Ty z
det | F), F, F,
' F 0

K

Z ADANIA

Zadanie 1. Wyznacz rownanie stycznej i normalnej do krzywej:

(a) y = ifﬁ w punkcie (zg,y0) = (4, —3),

(b) y=0,5(e” +e™) w punkcie (zo,y0) = (1, 1),
(¢c) x = cos®t, y =sin*t w punkcie ¢y = %,

(d) arctg 1757 = 0 w punkcie (zo, %o, 20) = (1,0, 7).

Zadanie 2. Oblicz rzad stycznosci:

(a) krzywych y; = 2® oraz yo = xsinz w punkcie poczatku uktadu wspotrzednych,

(b) paraboli y = 2% + = + 1 oraz okregu z° + y*> = 2 w punkcie (1, 1),
(c) krzywych y; = —%x:s + x oraz Yy = sinz w punkcie (0,0).

Zadanie 3. Znajdz okrag $cisle styczny do krzywej:
(a) y = €” w punkcie (zo, ) = (0, 1),

(b) y =a* 4+ 2 — 5 w punkcie (zo,y0) = (0, —3),
(c) z(t) = 2asin®t, y(t) = 2a(tgt — 1 sin2¢) w punkcie t = Z.

Zadanie 4. Znajdz krzywizne krzywej:

(a) y = sinz w punkcie (zo,y0) = (%, —3),
(b) y* = pr w dowolnym punkcie,

(c) z(t) =t?, y(t) = t> w dowolnym punkcie.



