
Matematyka 3 (GiK) Zestaw VI

Powtórka

1. Pªaszczyzna ±ci±le styczna do krzywej r = [x(u), y(u), z(u)] w punkcie u0 wyra»a si¦
wzorem ∣∣∣∣∣∣

X − x(u0) Y − y(u0) Z − z(u0)
x′(u0) y′(u0) z′(u0)
x′′(u0) y′′(u0) z′′(u0)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

2. Punktem wyprostowania krzywej r = [x(u), y(u), z(u)] nazywamy punkt, dla którego
r′ × r′′ = 0, czyli taki punkt u0, dla którego zachodzi równo±¢

[x′(u0), y
′(u0), z

′(u0)]× [x′′(u0), y
′′(u0), z

′′(u0)] = 0.

3. Punktem spªaszczenia krzywej r = [x(u), y(u), z(u)] nazywamy punkt, w którym wek-
tory r′, r′′ i r′′′ s¡ komplanarne, czyli taki punkt u0, dla którego zachodzi równo±¢

[x′(u0), y
′(u0), z

′(u0)] ·
(
[x′′(u0), y

′′(u0), z
′′(u0)]× [x′′′(u0), y

′′′(u0), z
′′′(u0)]

)
= 0.

4. Pªaszczyzn¡ prostuj¡c¡ danej krzywej w punkcie P nazywamy pªaszczyzn¦ przecho-
dz¡c¡ przez P i prostopadª¡ do pªaszczyzny normalnej i pªaszczyzny ±ci±le stycznej.
Trój±cianem Fréneta w danym punkcie P nazywamy trój±cian utworzony przez pªasz-
czyzny ±ci±le styczn¡, normaln¡ i prostuj¡c¡.

5. Prost¡ przechodz¡c¡ przez punkt P , prostopadª¡ do stycznej w punkcie P i poªo»on¡
w pªaszczy¹nie ±ci±le stycznej nazywamy normaln¡ gªówn¡.

6. Prost¡ przechodz¡c¡ przez punkt P oraz prostopadª¡ do pªaszczyzny ±ci±le stycznej
nazywamy binormaln¡.

7. Wektorami trój±cianu Fréneta danej krzywej r nazywamy wzajemnie prostopadªe wek-
tory jednostkowe t, n i b, gdzie:

• t =
r′

|r′|
jest wektorem kierunkowym stycznej do danej krzywej,

• b =
r′ × r′′

|r′ × r′′|
jest wektorem kierunkowym binormalnej do danej krzywej,

• n = b× t =
(r′ × r′′)× r′

|r′ × r′′||r′|
jest wektorem normalnym gªównym danej krzywej.

8. Równanie prostej stycznej do krzywej r w punkcie P wyra»a si¦ wzorem

r+ λt.

9. Równanie normalnej gªównej do krzywej r w punkcie P wyra»a si¦ wzorem

r+ λn.

10. Równanie binormalnej do krzywej r w punkcie P wyra»a si¦ wzorem

r+ λb.

11. Krzywizn¡ krzywej r w punkcie P nazywamy warto±¢

κ =
|r′ × r′′|
|r′|2

.

12. Skr¦ceniem krzywej r w punkcie P nazywamy warto±¢

τ =
r′ · (r′′ × r′′′)

|r′ × r′′|2
,

przy zaªo»eniu, »e |r′ × r′′| ̸= 0 w punkcie P .
13. �rodkiem krzywizny krzywej r w punkcie P nazywamy koniec wektora r+ 1

κ
n.
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Zadania

Zadanie 1. Wyznacz równanie pªaszczyzny ±ci±le stycznej do krzywej:

(a) r = [a cosu, a sinu, bu] w punkcie u0 = 0,
(b) r = [a cos t, b sin t, et] w punkcie t0 = 0,
(c) r = [cos3 t, sin3 t, cos 2t] w dowolnym punkcie tej krzywej.

Zadanie 2. Wyznacz równanie pªaszczyzny ±ci±le stycznej krzywej r = [t, t2, t3] przecho-
dz¡cej przez punkt P =

(
2,−1

3
,−6

)
.

Zadanie 3. Wyznacz wektory t, n i b trój±cianu Fréneta krzywej:

(a) r = [t, t2, t3] w punkcie t0 = 0,
(b) r = [t sin t, t cos t, tet] w punkcie t0 = 0,
(c) r = [et cos t, et sin t, et] w dowolnym punkcie tej krzywej.

Zadanie 4. Wyznacz równanie:

(a) normalnej gªównej krzywej r = [u, u2, eu] w punkcie P = (0, 0, 1),
(b) normalnej gªównej i binormalnej krzywej xy = z2, x2 + y2 − z2 = 1 w punkcie

P = (1, 1, 1).

Zadanie 5. Wyznacz punkty wyprostowania krzywej r = [u, sinu, sin 2u].

Zadanie 6. Wyznacz punkty spªaszczenia krzywej r =
[
a
2
(1 + cosu), a

2
sinu, a sin u

2

]
.

Zadanie 7. Wyznacz skr¦cenie krzywej r = [u sinu, u cosu, ueu] w punkcie u = 0.

Zadanie 8. Wyznacz krzywizn¦ i skr¦cenie krzywej:

(a) r = [et, e−t, t
√
2] w dowolnym punkcie tej krzywej,

(b) r = [2t, ln t, t2] w dowolnym punkcie tej krzywej,
(c) r = [3t− t3, 3t2, 3t+ t3] w dowolnym punkcie tej krzywej.

Zadanie 9. Wyznacz ±rodek krzywizny krzywej

(a) r =
[
t2, 1

3
t3 − t, 1

3
t3 + t

]
w punkcie t0 = 0,

(b) r = [et cos t, et sin t, et] w punkcie t0 = 0.
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